
 

 

 

 

 

 

  

第 8 卷 第 2 期 

二〇二一年十月 

VOL. 8 NO. 2 

October 2021 

ISSN: 2312-5810 

DOI: 10.6278/tjme 



臺灣數學教育期刊       第 8卷 第 2期 2021 年 10 月 

 

發行單位 國立臺灣師範大學數學系 

 台灣數學教育學會 
 

 

 

地址 臺北市汀州路四段 88號國立臺灣師範大學數學系 

《臺灣數學教育期刊》 

電話 886-2-7749-3678 

傳真 886-2-2933-2342 

電子郵件 TJME.taiwan@gmail.com 

網址 http://tjme.math.ntnu.edu.tw/contents/contents/contents.asp?id=21 
 

 

本刊 110年獲科技部人文社會科學研究中心補助 

版權所有，轉載刊登本刊文章需先獲得本刊同意，翻印必究 

 

編輯委員會 

主編 吳昭容 國立臺灣師範大學教育心理與輔導學系 

副主編 楊凱琳 國立臺灣師範大學數學系 

 劉柏宏 國立勤益科技大學通識教育學院 

編輯委員 李源順 臺北市立大學數學系 

(依姓氏筆劃排序) 袁  媛 中原大學教育研究所 

 許慧玉 國立清華大學數理教育研究所 

 陳致澄 國立臺南大學應用數學系 

 黃幸美 臺北市立大學學習與媒材設計學系 

 楊志堅 國立臺中教育大學教育測驗統計研究所 

 楊德清 國立嘉義大學數理教育研究所 

 劉曼麗 國立屏東教育大學數理教育研究所 

 劉遠楨 國立臺北教育大學教育傳播與科技研究所 

 謝豐瑞 國立臺灣師範大學數學系 

 譚克平 國立臺灣師範大學科學教育研究所 

國際編輯委員 佘偉忠 澳洲墨爾本大學數學教育系 

 卓鎮南 新加坡國立教育學院數學與數學教育學術組 

 羅珍珍 美國西密西根大學數學系 





主編的話 

《臺灣數學教育期刊》第 8 卷第 2 期刊登三篇文章，分別為高中數學

教師教學知識的質性分析、數學系大學生之函數極限概念與計算的錯誤類

型分析，以及國小中年級學生數學學習興趣、學習自信，與數學成就之階層

線性模式分析。三篇研究的對象與分析方法殊異，展現了圈內學者研究的多

樣性。 

第一篇著重數學教師教學知識的結構層次分析，其概念借鏡自學生學

習成果的 SOLO 分類理論，研究想法具創新性。本文運用所建構的單一、

多重、關聯、等價，與結晶五種不同的認知層次來分析四位高中數學教師在

多項式四個單元所展現的教學知識層次。研究分析的教學影帶總計長達

2624 分鐘，本文對影帶切割、編碼系統的編製與調整、編碼的信度檢核、

資料詮釋，以及對個案教師教學路徑的分析，提供了詳細豐富的描述，值得

參考。 

第二篇是以兩所大學 111 名應用數學系學生為對象，分析他們在微積

分中函數極限測驗上所顯現之概念與計算的錯誤認知。本文透過解題的類

型與百分比指出學習函數極限的難點與困境，有助於微積分教學的規劃與

調整。 

第三篇是以三所小學三、四年級合計 672 位學生在一學年中數學科三

波次的學習興趣、學習自信和學習成就的資料進行階層線性模式分析，除了

探討數學學習興趣、數學學習自信，與數學成就三者是否有各自的成長趨勢，

以及興趣和自信是否可預測學習成就之成長趨勢，同時也探討前兩個問題

是否存在年級與性別差異。該研究的數學成就乃運用試題反應理論三參數

模式同時估計法得出學生的能力值，而階層線性模式能解決教學現場回收

資料不易、闕漏較多的問題，在資料分析方法上可供讀者參酌。 

本刊一直以發行高品質數學教育原創性論文為宗旨，每篇文稿不只經

兩到三位審查委員提出審查意見、責任編輯積極建議修改方向，還需通過編

輯委員會議的檢視，方能進入最後階段的編輯。感謝過程中作者的不放棄與

把關者的精益求精，方能成就每一期的出版。 

《臺灣數學教育期刊》主編 

謹誌 
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建構 SOTO 分類法並探討其評價高中數學教學之蘊涵 

蔡政樺    秦爾聰 

國立彰化師範大學科學教育研究所 

本研究目的在於建立可觀察教學成果結構（The Structure of Observed Teaching Outcome, SOTO）

分類法，以此分類法評價高中數學教師的數學教學知識，探討其所展現的 SOTO 認知層次及其

發展的主要特徵。本研究採用質為主、量為輔的個案研究法，並參照自 Learning Mathematics for 

Teaching（LMT）計畫所發展的教學數學品質指標（Mathematical Quality of Instruction, MQI）之

教學觀察系統，整合出四位高中數學教師數學教學知識的課室觀察系統，針對 108 課綱普高數

學第一冊多項式之四個教學單元，分析與評價四位個案教師的數學教學知識在 SOTO 分類法的

認知層次，及其發展途徑之樣貌。研究結果有：（1）四位個案教師之數學教學知識，展現出 SOTO

分類法之單一（U）、多重（M）、關聯（R）、等價（E）以及結晶（C）等五種不同的認知層

次與知識類別；他們的數學教學知識之認知發展的主要特徵為，出現個數不一之 U-M-R 迴圈或

路徑之教學通路。（2）四位個案教師數學教學知識的 SOTO 認知層次與知識面向之差異性，在

教學實作中呈現不同樣貌的教學認知發展漸進圖，進而導致產生不同風格的數學教學知識。同

時，也發現四位個案教師數學教學知識在 SOTO 分類法的認知層次愈高，其所展現的教學知識

品質也愈好。從教學評價的蘊涵來看，其意義揭示透過 SOTO 分類法之質性評價，可以讓高中

數學教師的數學教學知識變得更加可見與可覺察。 

關鍵詞：可觀察教學成果結構、教學知識、數學知識、數學教學知識 
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Constructing a Structure of Observed Teaching Outcomes 

Taxonomy to Evaluate the Teaching Knowledge Quality of 

High School Mathematics Teachers 

Cheng-Hua Tsai     Erh-Tsung Chin 

Graduate Institute of Science Education, National Changhua University of Education 

The structure of observed learning outcomes (SOLO) taxonomy is a model that assesses student progress 

toward understanding a subject. In this study, we adopted SOLO for teachers and created a structure of 

observed teaching outcomes (SOTO) taxonomy. We used SOTO to evaluate the mathematics teaching 

knowledge (MTK) of four high school mathematics teachers. We executed this through a quality-

oriented and quantity-supplemented case study method by implementing the mathematical quality of 

instruction teaching observation system proposed by the Learning Mathematics for Teaching (LMT) 

project in the classrooms of four high school mathematics teachers. The four teachers were observed in 

their teaching of four units on polynomials from the first volume of general high school mathematics of 

the 12-year Taiwan National Basic Education Mathematics Curriculum. The four teachers in the case 

study demonstrated five different cognition levels of MTK: unistructural, multistructural, relational, 

equivalence, and crystalline. Several U–M–R loops appeared in the cognitive development paths of the 

four case teachers’ MTK. The differing SOTO cognition levels and knowledge dimensions of the four 

case teachers reveal different progressions of MTK mastery, which in turn lead to different styles of 

MTK. The higher the four teachers’ SOTO cognition levels, the better their teaching knowledge quality. 

The SOTO taxonomy can be used to qualitatively evaluate the MTK of high school mathematics teachers. 

Keywords: structure of observed teaching outcome, teaching knowledge, mathematics knowledge,  

mathematics teaching knowledge 
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壹、緒論 

一、研究動機 

教學如同推理和領會，亦如同轉化和省思（Shulman, 1987），這些思維方式與反應成果形成

一種教學的知識品質，不僅能展現教師學科教學知識的獨特性，和教師專業發展的可複製性（李

源順，2004），亦能幫助教師重組學生易於理解與思考的知識。因此，評價（evaluating）教師與

數學教學知識，對於教育相關利益者的廣泛學習有深遠的影響（Hill, Umland, Litke & Kapitula, 

2012）；再者，教師透過評量（assessment）瞭解學生學習與認知發展，對於教師調整教學與推動

學生學習進步的策略，亦是至關重要的。可見，評價工具對教學與學習之認知發展的蘊含意義

非凡。 

評價數學教師之數學教學知識的意義，是基於客觀務實的教育價值，也是發展數學教師專

業成長所要審慎面對的教育挑戰。畢竟，數學教師所做的並非以專業數學家的姿態去定義或者

創造數學，而是和學生很像，藉由教與學來理解、解構或者建構數學（Noddings, 1992）。因此，

要發展數學教師數學教學知識之評價工具的關鍵要素之一，是深入瞭解專家數學教師之數學教

學知識的構成面向（Hill, Ball, & Schilling, 2008），包括數學知識與教學知識。 

關於學生從新手變為專家之歷程所展現的學習成果，Biggs 與 Collis（1982）已提出可觀察

學習成果結構（Structure of the Observed Learning Outcome, SOLO）分類理論，認為人們思維表

徵方式可透過學習，逐漸向更抽象的方向發展，並在認知發展的過程中表現出五個不同結構層

次的學習成果。而關於教師與教學知識品質之評量指標，Hill 等人（2012）也建議有需要對教學

用數學知識之內涵結構進行分析，提取更多有關這些數學教學知識的有效性與實用性之訊息，

以獲得更好的一致性評價。 

教育是一切的根本，要透過教育成就每個孩子，也要透過教育培育有志教育的孩子成為優

秀教師，以期提升教育品質，培育具有公民素養的下一代，這是一個具有永續循環的教育價值，

也是一個具有精緻遞移的教學認知發展。可見學習的認知結構是教學知識之認知發展的基石，

故而以 SOLO 分類理論類比數學教師之數學教學知識的結構層次之評價意涵與應用，有其合理

性。眾所皆知，教比學更難，因為教師要能夠在教學情境同時兼顧學生、教學、學習等脈絡內

容，必須具有更高階的認知結構之教學知識，將當前的學校數學內容放置在較大的景色（Ball & 

Bass, 2009），這種數學教學所需要具備的更寬闊視野，不僅讓教師有機會覺察自己的教學知識、

思考及信念（Mitchell & Marin, 2015; Schoenfeld, 2011），亦能促進教師覺察自己在教學情境中所

做教學決策的改變。由此可見，數學教師所展現的數學教學知識之認知層次應比學生的學習成

果在 SOLO 的結構層次更高。 
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基於上述，為了建立一個類似 SOLO 理論，以認知層次來描述高中數學教師之數學教學知

識的評價工具，本研究參酌 Learning Mathematics for Teaching (LMT) Project（2000）計畫中，研

究教學的數學品質指標（Mathematical Quality of Instruction, MQI）（以下簡稱 MQI 編碼系統），

作為建構本研究課室觀察編碼系統的參考，分析四位高中數學個案教師針對高中數學領域之多

項式教學單元所展現的數學教學知識。冀期所建立的評價工具，不僅能用於分析高中數學教師

的數學教學知識所展現的認知層次及其發展的主要特徵，協助教師自我評鑑與察覺個人的教學

知識品質，也能對整個教育評量的完整性，包括教師專業與學生學習評量，在教育意義與價值

上做出重大的貢獻。 

二、研究目的 

為了建立一個分析高中數學教師之數學教學知識的評價工具，應先聚焦於數學教師在「教

學」中知道與使用哪些數學知識與思考，也就是直接研究教師在教學情境中所用的與所需要的

數學本質與內涵（Ball & Bass, 2000）。因此，本研究目的有下列兩項： 

（一）描述高中數學教師之數學教學知識的認知層次及其發展的主要特徵，建立一個分析高中

數學教師之數學教學知識的評價工具。 

（二）利用所建立的評價工具分析四位個案教師的數學教學知識，探討其數學教學知識之認知

層次的差異性。 

貳、文獻探討與理論架構 

一、數學教學知識的意涵與知識面向 

Shulman（1987）認為學科教學知識（pedagogical content knowledge, PCK）能夠幫助教師將

主題內容知識轉化為教學教材知識。Fennema 與 Franke（1992）分析數學教師的相關文獻後，

提出在教學情境中發展的數學教學知識模型，認為教師的數學知識、教學法知識、學習者數學

認知的知識會在教學情境脈絡中交互作用。又相關研究（陳彥廷，2015；Grossman, 1990; van Driel, 

Verloop, & de Vos, 1998）亦發現，教師進行不同主題單元教學時，會展現出具有「特殊主題整

合」（topic-specific integration）特色的數學 PCK 樣態。由此可見，具有數學教學知識認知結構

的數學教師能夠融合一般教學知識，同時也能深層理解數學學科內容知識，以及熟稔數學獨特

教學規準的知識（Cheang, Yeo, Chan, & Lim-Teo, 2007）。因此，本研究針對「數學教學知識

（mathematics teaching knowledge, MTK）」進行操作型定義是，數學教師運用自己對數學內容知

識的組織與理解能力，藉由學生背景知識與能力的瞭解，和有效教學法的使用，執行數學專業

領域教學過程中所涉及的知識。 
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Ball、Thames 與 Phelps（2008）提出數學教學用知識（Mathematical Knowledge for Teaching, 

MKT）之卵形領域圖（oval domain map）模型，將教師在進行數學教學時的知識分成兩大類別，

分別為學科內容知識（subject matter knowledge, SMK）與學科教學知識（pedagogical content 

knowledge, PCK）。Ball 等人（2008）認為應該要對教學活動進行數學分析，方能瞭解教學知識

如何被實踐，以及數學知識如何被使用，故從質與量兩個途徑來研究教師教學知識，其中質的

方面是從 MTLT（Mathematics Teaching and Learning to Teach）計畫，建立一個數學教學資料庫，

從教學情境中分析教學所需要的數學知識；而量的方面是為了補充質性分析的不足，從 LMT

（2000）計畫中，發展檢測教學中數學知識品質（Mathematical Quality of Instruction, MQI）的系

統，得到 MKT 的六個知識領域。由此可見，Ball 等人透過數學分析探討數學教師的教學知識之

認知發展，如何在數學內容知識（SMK）和教學內容知識（PCK）之間產生交互作用，這樣的

觀點不僅支持，亦啟發本研究利用數學知識之內涵特徵，建立一個數學教學知識的分析架構，

探討高中數學教師的數學教學知識在教學實作中的整合情形及其所展現的認知層次之發展樣貌。

因此，本研究參酌 LMT（2000）之 MQI 編碼系統，發展一個高中數學教師的課室觀察系統，又

為了能較完整地呈現符合臺灣高中數學教師之數學教學知識類別的認知層次，故將高中數學教

師的數學教學知識界定為「回應學生」、「數學的嚴謹性與豐富性」、「連結課室實務的數學」等

三個知識面向，作為本研究探究個案教師數學教學知識認知層次的分析架構。 

二、數學教學知識的認知層次分析對照 

許多國內外學者（鍾靜、張淑怡、陳幸玫、陸昱任、戴坤邦，2012；Fennema & Frank, 1992）

研究數學教學知識，多以靜態的觀點審視教師所具備的專業知識樣貌，檢視教師所具備的數學

教學相關知識。此外，也有學者（林碧珍，2001；Cochran, DeRuiter, & King,1993）認為教師的

學科知識是會隨著教學活動不斷與其他知識互相連結與整合，應以動態觀點審視教師的專業知

識樣貌。易言之，教師所具備的數學教學知識包含其特定主題的數學知識，並總和許多教學面

向而組成的知識（Abell, 2008），是無法脫離教學情境脈絡的。故而衍生兩種關於教師的數學教

學知識之主要研究取向，其一是探究學科教學知識內的其中一個知識面向是如何影響其他的知

識面向；其二、學科教學知識的某個知識面向與整體學科教學知識之間的關聯（Park & Chen, 

2012）。因此，本研究旨在整合出數學教學知識之三個知識面向的評價規準，作為分析個案教師

數學教學知識結構層次的工具，探討某知識面向的認知層次與整體數學教學知識之間的關聯性，

及其在教學過程中的發展脈絡。 

Piaget（1972）認為數學整體而言可視為結構的建置，從一個層級移動到另一個層級，這樣

的過程在其中可轉變成為一個理論物件，亦可能會一直重複達到結構性的交替或是被一個更強

大的結構所取代。Fennema 與 Franke（1992）亦認為數學教師的教學知識會在其所處教學脈絡
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的交互作用下不斷發展。另外，Schoenfeld（2011）也認為教師在教學脈絡中所注意的是他（她）

所重視的，也會影響他（她）的教學決策，進而產生他（她）不同的教學行為，都與他（她）的

信念與知識相關。由此可知，教師的數學知識在教學情境中，會不斷地與教學知識整合，透過

心智的壓縮與連結，內化成經常使用的數學教學知識，並逐步導致精緻化，形成一個可思考的

知識體（Gray & Tall, 2007; Tall, 2013）。這樣精緻化的教學歷程，將導致數學教師展現出不同認

知層次的數學教學知識。故本研採用 Gray 與 Tall（2007）的觀點，認為教師的數學知識在教學

情境中，會不斷地與教學知識整合，透過心智的壓縮與連結，內化成經常使用的數學教學知識，

並逐步導致精緻化，形成一個可思考的知識體；相對地，教師的教學知識亦會隨著與數學知識

進行交互作用，在教學情境不斷整合發展與改變。 

另一方面，Hashweh（2005）認為研究教師學科教學知識時，必須深入的探討學科教學知識

中的所有知識面向之間的關聯性，以及教師如何將學科知識與教學知識實踐於教學情境中。陳

彥廷（2015）亦指出，要探究教師的數學教學知識是不能迴避教師的學科內容知識。因此，本研

究依據上述觀點，提出「數學教學知識之認知層次分析對照圖」（the analysis and comparison graph 

of the cognitive level of mathematics teaching knowledge），利用此圖描述數學教師在教學情境中所

呈現的數學教學知識之認知層次，亦用以分析各認知層次的數學知識與教學知識之整合情形。

此「數學教學知識之認知層次分析對照圖」之建構分為切割、分析和繪製等三個步驟，首先依

教學段落與時間為原則，切割個案教師在教學情境中的數學教學知識事件，再根據研究團隊所

發展的 MTK 編碼系統，分析每個數學教學知識事件所涉及的數學教學知識面向，最後將分析的

內容分類繪製成教師的數學教學知識之認知層次分析對照圖。 

三、SOLO理論及其架構 

SOLO 分類理論是由澳洲教育心理學家 John Biggs 與 Kevin Collis（1982）所提出的，是一

種以質性等級描述學習行為表現的評價方法。此理論認為描述學習發展和認知結構的最佳方法，

是分析學生的反應，即對刺激問題的回答。它也認為根據學生反應，能推測其內在認知過程的

結構，亦能分析其對問題的深層理解，進而根據這些學習表現適切合理地評價其所處的認知發

展階段。因此，SOLO 分類理論認為學生可透過學習將思維的表徵方式，逐漸向更抽象的方向發

展，並在認知發展的過程中表現出五個不同結構層次的學習成果。 

SOLO 的五種結構層次及其特徵，分別為 

（一）前結構層次（pre-structural）：其特徵是學生缺乏解決問題的簡單知識，或回答問題時邏輯

混亂或語意反覆，故無法正確使用相關表徵方式處理任務。 

（二）單一結構層次（uni-structural）：其特徵是學生只關注單一狀況，使用一個相關線索，一找

到線索就立即跳到結論，故學生會忽視問題內部其他可能出現的訊息或矛盾。 
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（三）多重結構層次（multi-structural）：其特徵是學生會使用兩個或多個線索，卻不能覺察到這

些線索之間的聯繫，也不能對線索進行聯結。 

（四）關聯結構層次（relational）：其特徵是學生能夠使用可獲得的線索，將問題的相關資訊聯

結成一體，不僅能觸發聯想來解決較為複雜的問題，亦能夠在過程中進行反向操作，檢

查錯誤與矛盾之處。 

（五）擴展抽象結構層次（extended abstract）：其特徵是學生表現出強烈的探索精神，會歸納問

題並概括出較抽象的結果，所得的結論不但能拓展問題本身的意義，亦對當前學習內容

產生開放性和創造性的學習價值（Jimoyiannis, 2011）。 

綜言之，SOLO 分類理論利用這五種結構層次，質性描述學生對某個學習內容的認知程度，

這些反應成果不僅能判斷學生從新手到專家的發展過程中所展現的某種思維表徵方式，亦能對

該表徵方式的學習成果進行分類與評價。 

因此，此分類法的理論架構啟迪了本研究探討高中數學教師之數學教學知識的認知層次。

顯然，數學教師的數學教學知識不太可能出現類似 SOLO 分類法的前結構層次之特徵，事實上，

教比學更難，一個有能力真正地學的人，需要很久的時間才能夠真正地教（Heidegger, 1993; 

Lerman, 2001）。由此可見，高中數學教師的數學教學知識必然會超越擴展抽象的認知層次，方

能迎合這樣層次的學生之學習需求。此外，數學教師在擴展抽象結構層次中除了會展現出歸納

與拓展數學概念的教學知識外，亦會在教學情境中概括與推理出某些數學概念或問題之間的等

價關係，故數學教師的數學教學知識應會漸進至雙向對偶性推理的等價結構層次。 

參、研究方法 

一、研究設計與參與者 

（一）研究設計 

為了建立分析高中數學教師之數學教學知識（mathematics teaching knowledge, MTK）的評

價工具，探討其認知層次及其發展的主要特徵，故本研究使用個案研究法，針對四位高中數學

個案教師之 MTK 進行資料蒐集與探討，為分析與描述其數學教學知識之認知層次與知識面向，

提供一個周延而完整的研究策略（Yin, 2017）。同時，研究者進入四位個案教師的教學現場進行

教學觀察與錄影，並改編 LMT（2000）之 MQI 編碼系統的細項，整合出四位高中數學個案教師

在教學實作中所出現的類目編碼。 

又為了更客觀的深入理解個案教師數學教學知識所展現的認知層次與知識面向，研究者也

輔用持續性比較分析法（Strauss & Corbin, 1998），針對四位個案教師的課室教學影片進行深度

分析與比較，以便提供資料分析方法方面的三角校正（Fusch, Fusch, & Ness, 2018）。由此可見，
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本研究採取質的個案研究法，主要是針對四位高中數學個案教師的課室教學影片進行質性分析，

整合出高中數學教師 MTK 之評價工具的編碼系統，再以此編碼系統的內涵特徵，對四位個案教

師之數學教學知識的認知層次進行質性描述，並提供具體相關證據以資佐證，因而形成一個理

論描述與主題探索兼具的個案研究設計（Creswell, 1998）。 

（二）研究參與者 

1.研究對象 

為了充分探討高中數學教師之數學教學知識的認知層次，透過較為豐富的教學實作內容進

行觀察、比較及分析，將有助於理解教學所用的和所需的知識類別與認知層次。有研究文獻

（Chinnappan & Lawson, 2005）指出，資深教師的教學知識比新手教師更有結構性且富有連通

性，在教學情境所展現的數學知識之流暢性也比較好。因此，研究者立意選取四位高中數學資

深教師，均來自於臺灣中部同一所公立高中，其背景資料如表 1 所示。為了保密起見，四位個

案教師均給予代號，分別為 ST1~ST4，教學年資分別為 17、15、20 及 27 年，且皆為男性。 

表 1 

個案教師背景資料 

教師代號 ST1 ST2 ST3 ST4 

性別 男 男 男 男 

畢業學系 某國立大學 

數學系 

某國立師範 

大學數學系 

某國立大學 

資訊系 

某國立師範 

大學數學系 

教育程度 碩士 學士 學士 碩士 

教授學科 數學 數學 電腦、數學 數學 

特殊教學經驗 數理資優班 科學班 語文資優班 數理資優班、 

科學班 

教學特殊專長 指導科展 

與競賽 

指導科展 

與競賽 

指導科展 

與競賽 

指導科展 

與競賽 

開設課程經驗 多元選修課程 多元選修及 

競賽培訓課程 

多元選修課程 多元選修及 

競賽培訓課程 

教學年資 17 15 20 27 

2.研究分析社群 

研究者為了整合數學教學知識之編碼系統，充分理解高中數學教師之數學教學知識之面向，

組織一個數學分析社群，成員及其角色包括：一位數學專家學者，提供高階數學領域的高度視

野；一位數學師資培育者，提供相關數學教育理論的觀點；二位數學諮詢專家教師，提供相關
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數學教學知識、想法和經驗並協助信度的檢測；四位個案教師，提供課室教學觀察與分享教學

觀點；以及一位數學教育博士生，協助信度的檢測並提供關於研究上相關議題的不同觀點。 

二、資料收集與影片分割編碼 

（一）資料收集 

經由諮詢專家討論後，所選取的高中課程教學單元內容儘量包含：數學概念的建立、發展

該概念同時表徵過程與符號的過程概念以及連結該過程概念形成可思考的知識結構等三個教學

面向，故研究者選取 108 課綱高中數學第一冊多項式之四個單元，作為四位個案教師課室觀察

錄影的教學主題。研究期間針對這四個單元收集了四位個案教師的教學影片，總共約 2624 分鐘，

大約 44 小時。由於每位個案教師的教學風格與速度不盡相同，故其每個單元的教學影片總時間

不同，又為了保有完整的教學片段，所截取的教學影集個數亦有些差異，經過統計整理後，得

到四位個案教師之教學影片時間個數摘要表，如表 2。 

表 2 中的單元 1 至單元 4，依序為多項式的除法原理、一次與二次函數、三次函數的圖形特

徵、以及多項式不等式。根據表 2 的數據分析顯示，每位個案教師之教學影片時間大約介於

9.3~12.3 小時之間，其中這 3 個小時的差異，主要原因是個案教師 ST2 與 ST4 的延伸補充教材

比其他兩位個案教師較多之故。另外，這四個主題之教學內容在四位個案教師的整體教學時間

之比例，以單元 1 和單元 2 最大，分別介於 35~43%及 31~45%，此比例與 108 課綱高中數學第

一冊多項式之四個單元節數之間的佔比相似。 

表 2 

四位個案教師之教學影片時間暨影集個數摘要表（時間單位：分） 

 單元 1 單元 2 單元 3 單元 4 整體總和 

個案

教師 

影片

時間 

影集

個數 

影片

時間 

影集

個數 

影片

時間 

影集

個數 

影片

時間 

影集

個數 

影片

時間 

影集

個數 

ST1 198 15 216 16 74 6 67 5 555 42 

佔比% 35.7 35.7 38.9 38.1 13.3 14.3 12.1 11.9 100 100 

ST2 320 26 233 17 119 8 63 5 736 56 

佔比% 43.4 46.4 31.7 30.4 16.2 14.3 8.7 8.9 100 100 

ST3 223 17 230 18 81 6 78 6 613 47 

佔比% 36.4 36.2 37.6 38.2 13.2 12.8 12.8 12.8 100 100 

ST4 245 17 324 25 60 6 86 6 717 54 

佔比% 34.2 31.5 45.3 46.3 8.4 11.1 12.1 11.1 100 100 
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由於錄影資料能夠忠實地提供有關語言敘述的線索與行為事件的記錄，經由適當的轉換程

序如觀察、編碼和計數後，同時結合質性和量化的分析研究，不僅能統合時間與分析方式的使

用，亦有助於研究者探索社會行為的特質與重要性（Jacobs, Hollingsworth & Givvin, 2007）。因

此，本研究參酌 Jacobs 等人（2007）所提的錄影資訊編碼循環模型，從藉由數學分析社群不斷

重複觀看教學影片與討論開始，再產生構念、建立編碼及檢測信度，最後進行分析判斷並連結

影片資料，以求更深入的理解 LMT（2000）MQI 編碼系統的細項之顯性特徵，直到整合出本研

究用以評價與描述數學教學知識的編碼系統為止。 

（二）影片切割 

關於各個教學單元影片的分割，經由數學分析社群的觀看、討論和分析，以保有教學內容

的完整性為原則，將各教學單元影片分割成多個教學影集，再將一個教學影集以每五分鐘左右

切成一個數學教學知識事件（以下簡稱教學事件），作為判斷個案教師 MTK 的分析單位，以利

觀察者審慎觀察與客觀分析。例如，若教學影集時間為 11.25，則切割成 5 與 6.25 等兩個教學事

件；若教學影集時間為 13.21，則切割成 5、5 及 3.21 等三個教學事件。 

三、研究工具 

為了建立高中數學教師數學教學知識之評價工具的編碼系統，本研究改編 LMT（2000）之

MQI 編碼系統，作為整合高中數學教師之數學教學知識的編碼系統（以下簡稱 MTK 編碼系統）

的參考。鑑於高中數學領域的知識有許多是屬於高推論性的，觀察者必須要運用其數學知識進

行判斷才能夠進行分類編碼（卓益安、金鈐，2012），故研究者藉由兩位具有高階數學概念的觀

察者來檢視各項目的信度。以下說明建立 MTK 編碼系統表的流程。 

（一）MTK 編碼系統表的製作 

本研究參照 MQI 編碼系統的各細項，藉由數學分析社群的不斷重複觀察與討論，針對個案

教師之教學影片內容，按照前述三個教學面向做分類，精選出較適合用於分析臺灣高中數學教

師之數學教學知識的細項。同時，在討論過程中持續進行比較與分析、整併與歸類，甚至新增

類目，直到內涵類目無法再歸併為止，最後統整成本研究之 MTK 編碼系統表，如表 3。以下針

對表 3 的主、次類目之調整情形加以說明。 

  

http://w1.dorise.info/JCSE/search_result.php?schctg=author&SearchKeyword=%E9%87%91%E9%88%90
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表 3 

MTK編碼系統表 

主類目 次類目 代碼 

回應學生 

Responding to Students（RS） 

迷思概念之診斷與提前佈局因應 

數學條件與結果的判斷 

M1 

M2 

數學的嚴謹性與豐富性 

Rigor and Richness of the 

Mathematics（RRM） 

數學符號與詞彙的定義和使用 

多元思考模型 

數學概念與表徵的連結及比較 

使用計算器或具體模型表達數學概念 

數學定理及公式的使用 

延伸與推廣數學概念 

利用數學證明或數學軟體進行高階思考 

引入超出當前內容的數學定義與符號 

與數學家或數學史連結 

M3 

M4 

M5 

M6 

M7 

M8 

M9 

M10 

M11 

連結課室實務的數學 

Connecting Classroom Practice 

to Mathematics（CCPM） 

使用一般語言進行數學描述 

使用數學事實 

補充進階探究問題或提示教材的位置 

使用術語輔助概念學習 

M12 

M13 

M14 

M15 

1.主類別的調整 

將 MQI 編碼系統的五個主類別，根據數學本質與內涵（Ball & Bass, 2000），整併成 MTK

編碼系統的三個主類目，分別為回應學生（Responding to Students, RS）、數學的嚴謹性與豐富性

（Rigor and Richness of the Mathematics, RRM）、以及連結課室實務的數學（Connecting Classroom 

Practice to Mathematics, CCPM）。例如，將「偕同學生的數學使用」與「教學的內容與安排」整

併為 RS；將「教學活動中數學領域的知識」與「課程和教師帶導的數學特徵」整併為 RRM；將

「課程和教師帶導的數學特徵」與「為了教學平等使用的數學」整併為 CCPM。 

2.次類別的刪減 

依據數學本質的定位分析，經過數學分析社群討論後，刪減 MQI 系統中的十個細項。例如，

關於「全體、小組或個人活動的安排」，和「教師鼓勵並提供學生自主工的機會」等細項，主要

考量是與數學本質的關聯性甚少，故予以刪除。 

3.次類別的新增 

（1）RS 部分 

經由數學分析社群討論後，認為數學教師應必備一項教學知能就是解惑，主要考量是學生
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問題的出現具有不可預知性，若要回答學生所遭遇的問題，則需要運用深厚的數學知識與經驗。

因此，在 RS 中新增了兩個次類目，分別為「數學條件與結果的判斷」與「迷思概念之診斷與提

前佈局因應」，以闡述高中數學教師能覺察其講解或計算時所出現的錯誤，或適當地解釋學生的

數學想法與迷思概念。 

（2）RRM 部分 

經由數學分析社群討論，參酌臺灣 108 課綱普高數學領域的基本理念，認為任何一個數學

定理和公式的誕生，都推動了數學史的發展，並在其中佔據了一個無法取代的地位；同時，數

學史能夠幫助教師理解數學發展在不同時期與不同文化的差異，更能協助教師釐清數學學習的

主軸。因此，在 RRM 中新增了「數學定理及公式的使用」與「與數學家或數學史連結」等兩個

次類目，以描述教師在介紹數學定理與數學史時所展現的知識脈絡與演繹思考之教學知識，畢

竟將數學史融入教學需要整合很多數學概念（蔡文榮、張鈞淇、劉柏宏，2019），讓學生瞭解數

學每一個公式定理的出現，都會對數學知識的發展產生關鍵性的影響。 

另外，數學分析社群在觀看與討論四位個案教師之教學影片時，發現部分高中數學教師能

熟悉並運用一些大學數學的高階知識與數學思維，這現象對教師教學與解答學生問題具有啟發

作用。因此，在 RRM 中新增「延伸與推廣數學概念」與「引入超出當前內容的數學定義與符號」

等兩個次類目，用以陳述教師運用高階知識和高觀點思維於學生學習的目的和優勢上。 

綜合上述，本研究經過刪減、合併和新增過程，整合成 MTK 編碼系統的三個主類目與十五

個次類目，其代碼分別為 M1~M15。在 MTK 編碼系統的每個次類目內涵，除了能闡述數學內容

知識的類別特性外，亦能描述各主類目之教學知識的認知層次。例如，在 RRM 主類目中，當教

師使用兩點距離公式進行解題，則其數學內容知識歸屬「數學定理及公式的使用」次類目。如

果教師先利用水平、鉛直之投影距離與兩點之距離會構成一個直角三角形，再使用畢氏定理，

推理得到兩點距離公式的數學內容知識，則應歸屬「利用數學證明或數學軟體進行高階思考」

次類目，且其教學知識的認知層次亦較高，主要關鍵在於教師能從不同視野與高度切入，運用

高階數學思考執行論證程序，而非直接將公式套用到解題程序。 

（二）MTK 編碼系統表之內涵特徵的介紹 

以下逐一介紹調整後的 MTK 編碼系統各知識類目的教學知識，並提供個案教師教學影片

所轉譯的質性資料，佐以描述其所展現的數學教學知識，闡明其與本研究之高中數學教師的教

學知識品質有密切的關聯。 

1.回應學生（Responding to Students, RS）：包含二個次類目，分別說明如下。 

（1）迷思概念之診斷與提前佈局因應：對學生的迷思概念作反應，或利用學生的想法或算式

解釋數學概念。例如，個案教師 ST2 在單元 2 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如
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下： 

「教師提供一道有關解不等式時學生常出現之迷思概念的例題，讓學生提早因應與思考，

題目是已知一次函數 ( )f x 滿足1 (1) 7,2 (2) 5f f    ，求 (5)f 的範圍。教師提供含有迷思概念

的錯誤解法，如圖 1，讓學生思考與判斷，經過和學生互動討論後，指出產生迷思概念的關鍵在

於等號成立的條件。」 

 

圖 1  迷思概念之診斷與提前佈局因應 

（2）數學條件與結果的判斷：判斷講解或計算出現的錯誤，或解讀學生的想法與答案。例如，

個案教師 ST3 在單元 2 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如下： 

「教師請同學上台分享解法，學生說明：由 2a b k   ，
2 3 5ab k k   ，列出 

2 2 2( 5) 19a b k     ，再由 k 的限制條件
4

4
3

k    進行判斷，即可得最大值應該是 

1 19 18   ，如圖 2。接著，教師判斷並回應：這位同學的解題想法關鍵在於，利用二次方程式

有兩實根的條件，列出 k 的限制條件，進而求得最大值的正確答案，否則大部分的同學都以為

最大值是 19，那是因為他們都忽略了實根的關鍵條件。」 

 

圖 2  應數學條件與結果的判斷 

2.數學的嚴謹性與豐富性（Rigor and Richness of the Mathematics, RRM）：包含九個次類目，分別

說明如下。 
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（1）數學符號與詞彙的定義和使用：賦予數學概念符號表徵與詞彙描述。例如，個案教師 ST3

在單元 2 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如下： 

「教師利用對應關係之詞彙與集合的符號表徵對函數做出定義，如 A 為定義域、B 為對應

域、以及值域為 ( )f A ，使用符號表徵 ( )f A B ，說明值域是對應域的子集合。並以兩集合關係

A B 且 B A 之符號表徵代表兩集合互相包含，用來描述兩集合相等，如圖 3。並在黑板上書

寫函數的定義： :f A B ，滿足 ix A  ， iy B  ，使得 ( )i if x y ，則 y 稱為 x 的函數」。 

 

圖 3  數學符號與詞彙的定義和使用 

（2）多元思考模型：使用多重模型或觀點表達數學概念，展現概念的不同面向，如使用一題

多解模式。例如，個案教師 ST3 在單元 4 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如下： 

「教師透過多重模型或想法，針對例題：已知 x R ，求
2

2

2 2
( )

1

x x
f x

x x

 


 
之最大值與最小 

值，以及
4 3 2

2

2 1
( )

1

x x x
f x

x x

  


 
之最小值，提供兩種截然不同的解法，其一是利用二次方程式有 

實根的判別式恆大於等於零的想法；其二是利用算幾不等式的模型求得最小值。對數學問題與

概念，展現多元數學思考的教學知識，如圖 4。」 

 

圖 4  多元思考模型 

（3）數學概念與表徵的連結及比較：指出數學概念與表徵間有所關聯，或指出解法優劣異同。

例如，個案教師 ST4 在單元 2 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如下： 



 15 

「教師整理二次函數 2( ) ( 0)f x ax bx c a    之圖形結構，與係數 a, b, c 及判別式 2 4b ac

的正負關係，如圖 5，如 a 用來判斷其凹口方向，b 可由對稱軸的位置，或圖形與 y 軸交點的切

線斜率 m，也就是如果 m 是正的，b 是正的，而 m 是負的，b 是負的。」 

 

圖 5  數學概念與表徵的連結及比較 

（4）使用計算器或具體模型表達數學概念：操作計算器或在黑板上畫圖，幫助理解數學概念。

例如，個案教師 ST1 在單元 3 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如下： 

「 透 過 平 移 變 換 消 去 二 次 項 後 ， 將 函 數 3 2( ) 6 4 24f x x x x    轉 換 為

3( ) ( 2) 8( 2) 32f x x x     ； 再 利 用 綜 合 除 法 ， 將 3 8 32 ( 4) ( )t t t Q t    化 為

3( ) ( 2) 8( 2) 32 [( 2) 4] ( )f x x x x Q x        ，如圖 6。並畫出其函數圖形會通過 x 軸上點 (6,0)，

說明圖形彎曲的關鍵在於三次與一次係數的正負」。 

 

圖 6  使用計算器或具體模型表達數學概念 

（5）數學定理及公式的使用：套用數學定理與公式，包括恆等式及不等式的數學式，執行有

效率的數學程序。例如，個案教師 ST3 在單元 2 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述

如下： 

「關於函數 23y x 如何平移可得到新函數 23 12 16y x x   。教師利用代換公式，將 23y x

向右平移 h，向上平移 k，得到 23( )y k x h   ，再與 23 12 16y x x   之係數進行對照，求得 h, 
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k 之值，如圖 7。」 

 

圖 7  數學定理及公式的使用 

（6）延伸與推廣數學概念：將當前數學概念延伸，推廣為進階的數學知識。例如，個案教師

ST3 在單元 1 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如下： 

「延伸多項式的表達式，推廣牛頓與拉格朗日插值多項式的數學概念。關於滿足三個多項

式值 1 1( )f   ， 2 2( )f   ， 3 3( )f   的最低次多項式，其牛頓插值多項式為

1 2 1 1( ) ( )( )+b( )+f x a x x x       ， 如 圖 8 ， 而 拉 格 朗 日 插 值 多 項 式 為 

1 3 2 31 2
3 2 1

3 1 3 2 2 1 2 3 1 2 1 3

( )( ) ( )( )( )( )
( ) + +

( )( ) ( )( ) ( )( )

x x x xx x
f x

    
  

           

    


     
。」 

 
圖 8  延伸與推廣數學概念 

（7）利用數學證明或數學軟體進行高階思考：證明數學公式、定理或性質，或藉助數學軟體

進行高階思考。例如，個案教師 ST4 在單元 4 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如

下： 

「證明一道題目，已知 0a b c   ， 0ab bc ca   ， 0abc  ，試證：a, b, c 均為正數。教

師先點出 a, b, c 的正負共有八種，要怎麼證明其中一種三個都是正的。再解釋題目敘述與多項

式並無關聯，要如何聯想到使用多項式概念證明此題，如圖 9，讓學生學習運用過程概念進行推

理證明。」 
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圖 9  利用數學證明或數學軟體進行高階思考 

（8）引入超出當前內容的數學定義與符號：介紹非當前內容的高階數學符號表徵與數學概念

定義。例如，個案教師 ST4 在單元 1 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如下： 

「教師介紹同餘是高等數論的概念，由德國數學家高斯最先定義，即當兩個整數 1a 與 2a 除

以同一個正整數 b，得到相同的餘數，則稱 1a , 2a 對於 b 同餘，以符號 1 2 (mod )a a b 表示。顯示

教師引入超出當前學校內容的進階概念，發展成多項式餘式的模運算，如圖 10。」 

 

圖 10  引入超出當前內容的數學定義與符號 

（9）與數學家或數學史連結：涉及介紹相關數學概念的數學發展史，或數學家的數學想法。

例如，個案教師 ST2 在單元 1 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如下： 

「教師提及牛頓是三大數學家之一，包括阿基米德、高斯。並介紹牛頓解題想法如下：已 

知 (1) 7, (3) 1, (4) 10f f f   ，先作一個圖表，在圖表中算斜率，求得一次斜率
1 7

3
3 1


 


， 

10 1
9

4 3





，…，再求二次斜率（不是真正的斜率）

9 ( 3)
4

4 1

 



，最後將所得到的4, 3,7 圈起來， 

如圖 11，指出這三個值與 ( ) 4( 1)( 3) 3( 1) 7f x x x x      中的係數4, 3,7 之關係。」 
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圖 11  與數學家或數學史連結 

3.連結課室實務的數學（Connecting Classroom Practice to Mathematics, CCPM）：包含四個次類目，

分別說明如下。 

（1）使用一般語言進行數學描述：利用生活語言譬喻或表達數學概念，條理清楚的解說數學

步驟或程序。例如，個案教師 ST1 在單元 1 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如下： 

「根據政府部門統計，說明臺灣的觀光客以日本最多。因為超便宜，由於日本薪水和物價

指數合起來是臺灣的 10 倍，也就是說在臺灣可以賺 4 萬元，在日本可以賺 40 萬元，但匯率兌

換只有 3 點多，所以超便宜的。舉例說在日本一碗拉麵 6、7 百日元，換算臺幣要 200 元。教師

利用數學的線型函數，以日常用語解釋生活情境的數學問題。」 

（2）使用數學事實：自動化提取學過或精熟的數學知識或問題，如心算、過程概念、或特殊

的數學感。例如，個案教師 ST2 在單元 4 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如下： 

「教師將已學過的二次函數 2ax bx c  恆負之充要條件為 0a  且 2 4 0b ac  ，視為二次

函數圖形結構的數學事實，如圖 12。這樣的數學事實能幫助教師快速掌握數學概念的重點，也

能在教學過程中快速提取，支持學生進行解題思考。」 

 

圖 12  使用數學事實 

（3）補充進階探究問題或提示教材的位置：補充非當前學校內容的進階問題，幫助學生更加

理解數學概念，或提及與未來學習有關聯的內容位置。例如，個案教師 ST4 在單元 3 有

一段教學情境呈現此知識類別，簡述如下： 
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「教師介紹三次函數的圖形特徵之學習單元，在舊課程是規劃在高三選修課程，以微積分

為工具探討它的圖形結構。當前數學內容是以一次與二次函數為基礎，探討三次函數圖形的結

構。」 

（4）使用術語輔助概念學習：利用口訣或術語幫助學生理解與記憶數學概念。例如，個案教

師 ST4 在單元 4 有一段教學情境呈現此知識類別，簡述如下： 

「教師利用解法口訣，將解多項式不等式的四個步驟，稱為一條龍原理：因式分解、畫數

線標示實根、畫一尾龍以作答但要注意等號是不成立。如圖 13，協助學生瞭解一條龍是函數圖

形的一個意象表徵。」 

 

圖 13  使用術語輔助概念學習 

（三）MTK 編碼系統表的信度檢測 

雖然 MTK 編碼系統的各類目，經由數學分析社群的充分討論所整合而成的，但為了建立可

信的編碼系統與減低過度主觀，所以本研究依下列流程檢測此系統的信度。首先，關於信度檢

測者的選取，由於所探討高中數學教師之數學教學知識的認知層次，較偏向於數學本質與內涵，

又本研究工具之評價原則為，數學教師不論以單調或全面方式展現其數學教學知識，若確定評

價規準中的某顯性特徵具體顯現於教學行為，則表示其數學教學知識已由最低層次漸進到其所

對應的認知層次，但不注重出現頻率的多寡。也就是說，認知層次提升的判斷關鍵，是根據數

學教師在教學情境中的具體教學行為，所展現出對數學知識的理解、意識、覺察、調整與統整

之教學思考與策略改變，方能確認其低階認知層次累積足夠飽和度漸進至較高的認知層次。由

此可見，MTK 編碼系統之信度的檢驗者應擁有較高層次的數學知識才能正確地編碼。因此，研

究者選取數學分析社群中的一位數學專家教師與一位數學教育博士生一起進行一致性的檢測。

接著，挑選四位個案教師中教學年資最長之 ST4 的關於第 2 單元之課室教學影片，由檢測者獨

立地依據此 MTK 編碼系統表進行判斷、分析和編碼。最後，藉由 kappa 統計量（以下稱 K 值） 

（Cohen, 1960），進行此系統所有類目的信度檢測。 

本研究由 K 值的大小來檢驗兩次以上評估檢測的一致程度，如落在 0.61 ~ 0.80 表高度一致
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性，落在 0.81 ~ 1.00 表幾乎完全一致性；又根據若以教學影片替代實際課室觀察，則 K 值須大

於 0.75 才算達到評價結果之一致性的論點（Frick & Semmel, 1978）。據此，經由信度檢測的 kappa

統計結果，得到 MTK 編碼系統整體的 15 個次類別之 K 值約為 0.86。可見，此結果符合 Frick

與 Semmel（1978）的信度要求，顯示本研究 MTK 編碼系統的評價結果，具有高度的一致性。 

另外，在效度方面，在資料收集、討論、分析、編碼和檢驗的研究期間，透過研究者與數學

分析社群之成員的三角檢定，提供研究者不同面向的思考，減少研究者疏失與主觀偏見，以獲

得較高的研究效度。此外，研究者也與數學分析社群針對課室影片的數學教學知識及其轉譯稿

資料持續交叉比較，進行資料來源的三角校正，以檢核資料的正確性，冀期運用完整和豐富的

資料，檢驗與分析在四位高中數學個案教師的數學教學知識。 

肆、研究結果與討論 

本研究旨在建立分析高中數學教師數學教學知識的評價工具，探討其數學教學知識的認知

層次及其差異性。以下針對四位高中數學教師數學教學知識的認知層次及其主要特徵，和認知

層次的差異性等兩個研究結果，詳加論述如下。 

一、個案教師之數學教學知識的認知層次及其主要特徵 

針對四位個案教師關於多項式主題內容之四個教學單元的課室教學觀察資料，透過 MTK 編

碼系統各類目之顯性特徵，和持續比較法進行質性分析後，發現其教學表現都會出現一些不同

認知層次的數學教學知識，同時也顯現出其認知層次發展途徑的主要特徵。以下針對四位個案

教師之數學教學知識的認知層次及其主要特徵加以論述。 

（一）數學教學知識的認知層次 

以下是針對個案教師 ST4 在多項式主題之第 2 單元一次與二次函數的教學影片，透過本研

究所發展的 MTK 編碼系統進行分析與評價，並詳細論述此單元教學情境中的一些數學教學知

識事件（以下稱為教學事件）所反應的認知層次，和其所涉及的數學教學知識類別。 

1.教學事件一：教師 ST4 畫出函數 2( )f x ax 之拋物線圖形，指出其開口方向能反應係數𝑎之正

負值。顯示其數學教學知識處於，單一數學概念反應出一個教學知識內涵，故其認知層次達到

單一結構層次（Uni-structural level, U）。而所展現的數學知識與教學知識，分別是使用二次函

數圖形為拋物線之數學事實，和運用二次函數領導係數反映圖形開口方向的教學策略。 

2.教學事件二：教師 ST4 在黑板上畫出多個二次函數圖形，型如 2( ) 2 8 6f x x x   ，

2( ) 2( 2) 2f x x   ， ( ) 2( 1)( 3)f x x x   ， 2( ) 2( 1) 8( 1) 6f x x x     等不同表達式。顯示其

數學教學知識處於，多個孤立數學概念各自反應其教學知識內涵，故其認知層次達到多重結構
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層次（Multi-structural level, M）。而所展現的數學知識與教學知識，分別是使用二次函數之不

同符號表徵的數學概念，和運用不同符號表徵各自反映其圖形結構的教學思考。 

3.教學事件三：教師 ST4 講解不同表徵之二次函數 2( ) ( )f x a x h k   與 ( ) ( )( )f x a x x     

之間的圖形關係，得到
2

h
 

 的結果。顯示其數學教學知識處於，將多個關聯性的數學概 

念連結並聯繫成一個教學知識網絡，故其認知層次達到關結構層次（Relational-structural level, 

R）。而所展現的數學知識與教學知識，分別是使用數學代數符號表徵的幾何意義之數學概念，

和運用數學符號表徵與圖形結構進行連結與比較，來探討其關聯性的教學方法。 

4.教學事件四：教師 ST4 利用代數符號表徵，解釋二次函數 2( )f x ax bx c   ，經過向右平移 h

單位，向上平移 k 單位之平移變換後，得新函數表達式為 2( ) ( ) ( )f x a x h b x h c k      。再

將此過程術語化，即原函數中的 x 用 ( )x h 代換，y 用 ( )x k 代換，也就是常數項加 k。顯示

其數學教學知識處於，將關聯性的數學概念進行歸納與整合，並能拓展問題本身的意義，雖然

與 SOLO 理論的擴展抽象認知層次相仿，但它亦能推理出其系統性結構的雙向等價關係，可

見其認知層次應比擴展抽象層次高，因此本研究稱此認知層次為等價結構層次（Equivalence-

structural level, E）。而所展現的數學知識與教學知識，分別是使用等價性的數學概念或程序，

形成一個可操作、可思考的過程概念，和運用等價性的過程概念進行數學推理，並將過程概念

口語化以利執行程序性知識的教學行為。 

5.教學事件五：教師 ST4 補充進階問題進行數學探究，利用二次函數 2( )f x x c  ，提供一個初

始情境，給定參數 c 值與初始值𝑥0，經過 ( )f x 的多次迭代後，藉由 GGB 數學軟體的操作輔

助，與學生一起探討迭代函數 ( ( ( )))f f f x 的動態系統之渾沌問題，引導學生體驗數學應用的

探究實作。顯示其數學教學知識已超越一個有關常數項與函數圖形上下平移變換之間的等價

認知層次，進而發展到能運用心智連結與壓縮，將高階的數學知識不斷地與教學知識整合，形

成一個具有多面向的數學教學知識體系。這個現象與 Tall（2013）所提的結晶概念之觀點相仿，

認為它是一個具有內部結構的多面向知識體系，也是數學思考之最高階的認知層次，故本研究

引用這個觀點，用以闡述個案教師 ST4 之數學教學知識能達到統籌更高階思維的結晶結構層

次（Crystalline-structural level, C）。而所展現的數學知識與教學知識，分別是使用數學條件、

工具和具體模型表達數學概念，延伸與推廣數學概念，以及運用數學工具探究進階問題，提供

學生一個富有創意與探究學習機會的教學思考與策略。 

根據上述教學事件的分析與編碼結果，顯示教師 ST4 在第 2 單元一次與二次函數之整體教

學情境所展現的數學教學知識，出現五種不同的認知層次，分別為單一、多重、關聯、等價和結

晶結構層次。由此可見，此結果闡明了高中數學教師的數學教學知識具有結構層次的特徵，也
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支持本研究建立一個可觀察教學成果結構（The Structure of Observed Teaching Outcome, SOTO）

認知層次光譜圖，如圖 14，不僅能描述教師之數學教學知識的認知層次，亦能反應其數學知識

和教學知識的內涵特徵。因此，不論從新手教師到專家教師的數學教學知識，都有可能在 SOTO

認知層次光譜圖中展現不同認知層次與知識類別，進而針對其數學教學知識進行分類與評價，

故稱為 SOTO 分類法。 

 

圖 14  SOTO 認知層次光譜圖 

接著，研究者將上述 SOTO 分類法的五種認知層次，由低而高依序編碼為 1~5，再透過本

研究的 MTK 編碼系統，針對個案教師 ST4 在第 2 單元一次與二次函數的整體教學影片，切割

成 25 個教學影集，以及 67 個教學事件，再進行數學教學知識的編碼與分析統計，最後得到個

案教師 ST4 有關第 2 單元之數學教學知識在 SOTO 分類法的認知層次統計表，如表 4。同時，

研究者再利用「數學教學知識之認知層次分析對照圖」之建構三個步驟，繪製個案教師 ST4 在

此單元關於 SOTO 分類法的認知層次分析對照圖，如圖 15，此圖不僅可描述其數學教學知識的

SOTO 已達到結晶結構層次，亦可用以分析教師 ST4 在教學情境中，所呈現各認知層次的數學

知識與教學知識之內涵特徵。 
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表 4 

教師ST4在單元2的數學教學知識之SOTO認知層次統計表 

影集編號 E1 E2 E3 E4 E5 

SOTO 編碼 5 5 5 5 5 

影集編號 E6 E7 E8 E9 E10 

SOTO 編碼 4 4 5 4 5 

影集編號 E11 E12 E13 E14 E15 

SOTO 編碼 4 5 4 5 5 

影集編號 E16 E17 E18 E19 E20 

SOTO 編碼 5 5 5 5 5 

影集編號 E21 E22 E23 E24 E25 

SOTO 編碼 5 5 4 4 5 

單元 2 整體 SOTO 編碼平均值 4.72  

 
圖 15  教師 ST4 在單元 2 的數學教學知識之 SOTO 認知層次分析對照圖 

綜合上述研究結果，本研究針對 SOTO 分類法之五種結構層次的內涵特徵進行清楚明確的

定義，同時與 SOLO 分類法之五種結構層次內涵進行對照分析與比較，如表 5。根據研究結果
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所整理的表 5 中兩種分類法之五種結構層次內涵特徵的意義描述，可見 SOTO 分類法之結構層

次相對高於 SOLO 分類法一個層級，此現象與師者乃傳道、授業、解惑之角色的觀點雷同，顯

示數學教師的數學教學知識之認知層次通常比學生的認知層次高，方能提供學生一個有感的學

習機會。根據表 5 中「等價」結構層次之定義與闡述，可知其與「關聯」結構層次的共同特徵

是能夠處理至少兩種以上不同表徵的數學教學知識內涵，而它們的差異主要在於達到「等價」

結構層次的數學教師能夠針對學科內容與學科教學等兩種知識類別，建立一個關聯性的知識網

絡，同時能夠有系統地整合其知識網絡的雙向等價結構關係。此外，根據評價結果亦發現，四

位個案教師的某些教學行為除了能夠將等價層次的知識結構擴展至一種新的推理方式，並能概

括出一些抽象特徵之外，又能夠運用心智連結與壓縮，發展成一個多面向結構的知識理論體系，

顯示四位高中數學教師之某些數學教學知識，不僅已達到擴展抽象層級，同時也反映其數學教

學知識具有能統籌更高階思維之數學視野的「結晶」結構層次。此「結晶」詞彙，乃引用 Tall

（2013）之 TWM 理論中的結晶概念內涵，用以反映教師教學知識的數學思考能達到統籌更高

階思維的結晶知識體系。 

表 5 

SOTO與SOLO分類法的五種結構層次內涵特徵之分析對照表 

SOTO 分類法 內涵特徵 SOLO 分類法 內涵特徵 

單一結構 

（U） 

教師知道單一數學概念，反映一

個教學知識內涵。 

前結構 

（P） 

學生缺乏解決問題的簡單知識，

或回答問題時邏輯混亂或語意

反覆。 

多重結構 

（M） 

教師知道多個孤立數學概念，反

應其相應的教學知識內涵，但未

形成聯繫的教學知識網絡。 

單一結構 

（U） 

學生有快速回答問題的慾望，只

關注單一主題或問題的線索，一

找到線索就立即跳到結論。 

關聯結構 

（R） 

教師知道多個數學概念，連結相

應的教學知識內涵，並聯繫成一

個教學知識網絡。 

多重結構 

（M） 

學生會使用兩個或多個線索，卻

不能覺察到這些線索之間的聯

繫，也不能對線索進行整合。 

等價結構 

（E） 

教師能針對至少兩種以上不同

表徵的教學知識內涵，形成關聯

性的教學知識網絡後，亦能揭示

其系統性結構的雙向等價關係。 

關聯結構 

（R） 

學生能夠使用所有可獲得的線

索，將問題的一些相關資訊整合

成有結構性的體系。 

結晶結構 

（C） 

教師能將一些具有等價結構的

教學知識網絡，運用心智連結與

壓縮，發展成一個具有結晶結構

的知識理論體系。 

擴展抽象 

結構 

（EA） 

學生能夠將關聯層次的結構擴

展至一種新的推理方式，並能概

括出一些抽象特徵。 
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（二）四位個案教師之數學教學知識所達到的 SOTO 層次 

研究者透過本研究所整合的 MTK 編碼系統，針對四位個案教師在多項式主題內容的四個

教學單元之整體教學影片，依據教學影片時間進行教學影集與事件的切割，再利用 SOTO 分類

法的五種認知層次之編碼為 1~5進行評價編碼，並依照教學時間比例統計各單元與整體的 SOTO

認知層次之加權平均數，最後得到四位個案教師在多項式四個主題單元的數學教學知識在SOTO

分類法的認知層次統計表，如表 6。 

根據表 6 之數據分析結果，發現以下幾個現象： 

1.針對教師 ST1 在多項式主題內容之第 1 至 4 個單元之數學教學知識，其 SOTO 認知層次分別

已達到等價、等價、等價和等價結構層次。 

2.針對教師 ST2 在多項式主題內容之第 1 至 4 個單元之數學教學知識，其 SOTO 認知層次分別

已達到結晶、結晶、等價和結晶結構層次。 

3.針對教師 ST3 在多項式主題內容之第 1 至 4 個單元之數學教學知識，其 SOTO 認知層次分別

已達到等價、等價、等價和等價結構層次。 

4.針對教師 ST4 在多項式主題內容之第 1 至 4 個單元之數學教學知識，其 SOTO 認知層次分別

已達到結晶、結晶、等價和結晶結構層次。 

5.整體而言，四位個案教師在多項式四個主題單元之整體數學教學知識的 SOTO 認知層次，其

中教師 ST1 與 ST3 達到等價結構層次，而另二位教師 ST2 與 ST4 則達到結晶結構層次。 

表 6 

四位個案教師在多項式四個單元之數學教學知識SOTO認知層次統計表 

個案教師 教師 ST1 教師 ST2 教師 ST3 教師 ST4 

SOTO 層次\

時間比例 

SOTO

層次 

教學時間

佔比% 

SOTO

層次 

教學時間

佔比% 

SOTO

層次 

教學時間

佔比% 

SOTO

層次 

教學時間

佔比% 

單元 1 4.23 35.7 4.63 43.5 4.27 36.4 4.70 34.2 

單元 2 4.20 38.9 4.67 31.7 4.27 37.6 4.72 45.3 

單元 3 3.90 13.3 4.43 16.2 3.93 13.2 4.40 8.4 

單元 4 4.00 12.1 4.57 8.6 4.00 12.7 4.53 12.1 

加權平均 4.15 100 4.61 100 4.19 100 4.67 100 

總而言之，研究者透過本研究的 MTK 編碼系統表，和 SOTO 認知層次分析對照圖持續進

行比較與分析，存在具體證據顯示四位個案教師所展現的數學教學知識，確實出現了 SOTO 分

類法之 U、M、R、E 和 C 等五種不同認知層次與知識類別。同時根據表 6 的統計結果，顯示個
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案教師 ST1~ST4 在整個多項式主題之教學情境所展現的數學教學知識，分別達到 SOTO 分類法

之等價、結晶、等價和結晶結構之認知層次。由此可見，以 MTK 編碼系統作為評價工具，並繪

製 SOTO 認知層次分析對照圖，能夠質性描述高中數學教師之數學教學知識的認知層次，及其

所展現的數學知識和教學知識類別。 

（三）四位個案教師之數學教學知識的 SOTO 認知層次發展的主要特徵 

本研究根據四位個案教師之數學教學知識所展現的 SOTO 五種不同認知層次，再結合其

SOTO 分析對照圖進行比對與分析，發現四位個案教師的數學教學知識在 MTK 編碼系統之三個

知識面向中，不論是在同一個知識面向，或者是不同知識面向之間，都存在一些具有循環性的

教學行為轉變之迴圈或路徑，我們稱之為教學通路（teaching path）。為了深入理解四位個案教師

的教學通路，探討其數學教學知識的 SOTO 認知層次發展之主要特徵，本研究選取四位個案教

師的四個教學影集為例，將這四個約 15 分鐘左右的教學影集切割成三個教學事件，再根據 MTK

編碼系統，分析每個教學事件所涉及的數學教學知識面向，以及其所反應的結構層次，轉譯資

料如下。 

1.教師 ST1 的教學通路之可能樣態 

（1）針對教師 ST1 單元 1 的教學影集 E2 進行分析與評價 

第一個事件如下，教師 ST1 敘述並證明餘式定理： ( )f x 除以ax b ( 0)a  之餘式為 ( )
b

f
a
。 

首先教師說明這個定理是針對除式是一次式，而所得的餘式必為常數（M13-CCPM 主類目-U 結 

構），另外代
b

a
是怎麼來的呢？就是令除式ax b 等於 0，得到

b
x

a
 （M3, M5-RRM 主類目-M 結

構）。證明的關鍵在於除法原理。 

pf：由除法關係式知， ( ) ( )( )+f x ax b r  商式 ，常數 r 是餘式（M3, M5, M7-RRM 主類目-R

結構）。師問：從這個式子，商式會不會影響 ( )f x 的值（M1-RS 主類目-U 結構）；生答：絕對會。

師應：但我們並不知道商式長什麼樣，所以只要令除式 ax b 等於 0 ，這樣就 

可以看出商式並不重要（M 2 -RS 主類目 -M 結構）。故只要將
b

x
a

 代入上述，可推得 

( ) ( )( )+ =0+
b b

f a b r r r
a a

   商式 ，即 ( )
b

f
a
，得證（M5, M7-RRM 主類目-R 結構）。 

第二個事件如下，舉例說明，已知 6( ) 64 4 5f x x x   ，求 ( )f x 除以 1x  的餘式，及 ( )f x

除以2 1x 的餘式。 

Sol：求 ( )f x 除以 1x  的餘式，根據餘式定理，就是令除式為 0（M7-RRM 主類目-U 結構），

可得餘式為 6( 1) 64( 1) 4( 1) 5 73f        ，求 ( )f x 除以 2 1x 的餘式，根據餘式定理， 

就是令除式為 0，可得餘式為 61 1 1
( ) 64( ) 4( ) 5 4
2 2 2

f     （M5, M7-RRM 主類目-M 結構）。除了 
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利用餘式定理，當然也可以利用除法原理中的長除法和綜合除法，只是計算時間比較久而言（M1, 

M5, M7-RRM 主類目-R 結構）。 

第三個事件如下，教師 ST1 補充一題較困難的，已知 4 3 2( ) 123 389 68 32 19f x x x x x     ，

求 (3)f 。 

Sol：這個題目的解法有三種（M14-CCPM 主類目-U 結構），同學可以比較一下這三種的解

決差異及特色（M4,M5-RRM 主類目-M 結構）。 

法 1.直接 x 用 3 代入 ( )f x ，所求為 4 3 2(3) 123 3 389 3 68 3 32 3 19 43f             

法 2. f 括號幾，代表是餘式，這是餘式定理的應用，所以 (3)f 是 ( )f x 除以 3x 的餘式。再利用

長除法或綜合除法，求餘式。 

故所求的餘式為 43 （M3, M4, M5-RRM 主類目-R 結構）。 

法 3. 
4 3 2(3) 123 3 389 3 68 3 32 3 19f           

將上式中兩項兩項併在一起，可得 3 23 (369 389) 68 3 32 3 19       

3 2 23 ( 20) 68 3 32 3 19 3 ( 60 68) 32 3 19              

23 8 32 3 19 72 96 19 43          （M3, M5, M6-RRM 主類目-E 結構） 

接下來師生互動時間，師問：那個方法比較複雜，生答：法 1； 

師問：法 2 與法 3 的特色是什麼?；生答：法 2 是綜合除法，法 3 是提出公因數；師說：雖然法

3 也很快，但容易算錯，建議使用法 2 來解比較穩定（M1, M2-RS 主類目-E 結構）。 

（2）教學通路之 SOTO 認知層次發展漸進圖 

根據 MTK 編碼系統與 SOTO 分類法之認知層次進行分析與評價，研究者繪製教師 ST1 在

單元 1 教學通路之 SOTO 認知層次發展漸進圖，如圖 16。此圖出現不同知識面向的 U-M-R 路

徑與同一個知識面向的 U-M-R 迴圈，其具體證據為教師 ST1 透過餘式定理的證明過程中使用一

般語言、數學符號及具體模型來描述一些數學概念的關聯結構，展現二個 U-M-R 路徑，再透過

補充例題的三種不同解法中同在 RRM 知識面向，如數學詞彙及符號的使用，甚至數學概念之程

序知識的等價結構，展現第三個 U-M-R 迴圈，最後在第四個 U-M-R 路徑統整成一個求餘式問

題的等價結構之知識體系，故出現四次 U-M-R 路徑與迴圈後漸進至等價結構層次。 
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圖 16  教師 ST1 在單元 1 教學通路之 SOTO 認知層次發展漸進圖 

2.教師 ST2 的教學通路之樣態 

（1）針對教師 ST2 單元 1 的教學影集 E10 進行分析與評價 

第一個事件如下，教師 ST2 講解補充題，已知 2( ) ( 0)f x ax bx c a    ，若

(1) 7, (3) 1, (4) 10f f f   ，求 ( )f x 。 

Sol：法 1.直接代進去就好（M13-CCPM 主類目-U 結構），得 7a b c   ，9 3 1a b c   ， 

16 4 10a b c   ，利用消去法，得8 2 6a b   ，7 + 9a b  ，求得 4, 19a b   （M3, M5-RRM

主類目-M 結構），代回得 22c  。故 2( ) 4 19 22f x x x   （M3, M5-RRM 主類目-R 結構）。 

未來在高二 3A 你還會學到一種消去法，叫高斯消去法（M14-CCPM 主類目-U 結構），它比

較有系統架構，那還有一種方法，叫克拉瑪公式，它雖然是高階的方法，不過到時候你還是會

覺得消去法比較好用（M12, M13-CCPM 主類目-M 結構）。 

第二個事件如下，教師 ST3 講解法 2.牛頓插值法，教師先對題意解讀， (1) 7f  代表 ( )f x

除以 ( 1)x  的餘式； (3) 1f  代表 ( )f x 除以 ( 3)x 的餘式； (4) 10f  代表 ( )f x 除以 ( 4)x  的

餘式。 

令 ( ) ( 1)( 3) ( 1)f x a x x b x c      ，代值得7 (1)f c  ，得 7c  ； 

1 (3) 2f b c   ，得 3b   ；10 (4) 3 3f a b c    ，得 4a  。 

故可求得 ( ) 4( 1)( 3) 3( 1) 7f x x x x      （M3, M4, M5-RRM 主類目-R 結構）， 

化簡即得 2( ) 4 19 22f x x x   。 

其實牛頓不是這樣算，因為這樣做法很花時間，可見牛頓插值法通常不是用來求 ( )f x ，而

是求多項式的值（M8, M11-RRM 主類目-E 結構）。 

第三個事件如下，教師 ST2 講解法 3.我們來看牛頓的真實算法，牛頓是三大數學家之一，

還有阿基米德、另外一位是高斯，是 1777~1855 的十八世紀至十九世紀的人…，我個人覺得尤

拉比這些人還偉大，但可能有人認為尤拉的貢獻沒有他們多（M11-RRM 主類目-U 結構）。…，

那我們來介紹牛頓怎麼解這個問題?已知 (1) 7, (3) 1, (4) 10f f f   ，作一個圖表，在圖表中算 
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斜率，求得一次斜率
1 7

3
3 1


 


，

10 1
9

4 3





（M3, M7-RRM 主類目-M 結構），…，再求二次斜率 

（不是真正的斜率）
9 ( 3)

4
4 1

 



（M3, M5, M10-RRM 主類目-R 結構），這裡要注意分母要用最右 

邊減掉最左邊，最後得到4, 3,7 （圈起來），…，你看結果跟 ( ) 4( 1)( 3) 3( 1) 7f x x x x     

中的係數4, 3,7 是一致（M3, M5, M10-RRM 主類目-E 結構）。師問：同學試著去了解這個算法

背後的想法與原理，如果能夠將這些東西理解後，寫出自己個人的感想與心得形成自己的學習

歷程檔案，尤其你們未來要讀理工科的同學，這方面的能力培養跟累積是很需要的。同時，教

師推薦並鼓勵學生上網搜尋一篇文章【牛頓插值多項式：拉格朗日怎麼說？】來閱讀，甚至寫

一些心得放到學習歷程檔案（M1, M2-RS 主類目-C 結構）。 

（2）教學通路之 SOTO 認知層次發展漸進圖 

根據 MTK 編碼系統與 SOTO 分類法之認知層次進行分析與評價，研究者繪製教師 ST2 在

單元 1 教學通路之 SOTO 認知層次發展漸進圖，如圖 17。此圖出現不同知識面向的 U-M-R 路

徑，其具體證據為教師 ST2 透過不同數學教學知識面向，補充例題的三種不同解法，幫助學生

提昇解題技巧能力，展現三個 U-M-R 路徑，運用不同知識面向達到等價結構，最後統整成一個

多項式值與其表達式之間的轉換關係具有多面向的知識體系，進而臻至結晶結構層次。 

 

圖 17  教師 ST2 在單元 1 教學通路之 SOTO 認知層次發展漸進圖 

3.教師 ST3 的教學通路之樣態 

（1）針對教師 ST3 單元 4 的教學影集 E5 進行分析與評價 

第一個事件如下，教師 ST3 講解例題“已知 x R ，則
4 3 2

2

2 1
( )

1

x x x
f x

x x

  


 
之最小值 

為何？”之解法。一開始教師對題意先進行解讀，說明分子的多項式次數大於分母的次數且領

導係數是正的（M3-RRM 主類目-U 結構），所以當 x 值跑到無窮大時，這個函數就沒有最大值

（M12, M13-CCPM 主類目-M 結構）。又這裡有高次的多項式，可以利用微分求極值，這會牽連

一些微分公式，不見得比較快解出來，所以教你們一些基礎又有技巧的解法（M1, M2-RS 主類目 
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-R 結構）。解法：因為
4 3 2

2

2 1
( )

1

x x x
f x

x x

  


 
，分子被分母除，可利用綜合除法（M3-RRM 主類 

目-U 結構），接著教師在黑板上操作綜合除法，得到商式為
2 1x x  ，餘式為 2（M3, M5-RRM  

主類目-M 結構），可將原式變形為
2

2

2
( ) 1

1
f x x x

x x
   

 
（M3, M5-RRM 主類目-R 結構）。 

第二個事件如下，接著師生互動對話，教師問：為什麼要變成這個型式，你們觀察到了什

麼?學生沒有回應（M2-RS 主類目-U 結構）。教師再問：分母 2 1x x  的值，重點在分母的二次

式，首項為正，判別式小於 0，所以這個式子一定恆大於 0，所以發現這個重要的訊息，分母恆

正，左邊的式子也弄成恆正，就可以利用算幾不等式，因為相乘就會摃掉成為定值（M12, M13-

CCPM 主類目-M 結構）。此時有位學生發現並提出疑問， 2 1x x  與左邊的 2 1x x  式子相乘

並沒有定值，教師回應：沒有關係，我再變形一下就可以了（M12, M13-CCPM 主類目-R 結構）。 

第三個事件如下，教師再繼續講解，將原式再變形為 2

2

2
( ) 1 2

1
f x x x

x x
    

 
（M15-

RRM 主類目-U 結構），這是為了牽就分母而變形的，又分母 2 1 0x x   恆成立（M12, M13-CCPM 

主類目-M 結構）。所以，前兩個式子由算幾不等式知，可推得 2

2

2
( ) 1 2

1
f x x x

x x
    

 
 

2

2

2
2 ( 1) ( ) 2 2 2 2

1
x x

x x
      

 
（M5, M7-RRM 主類目-R 結構），故 ( )f x 的最小值為

2 2 2 ，注意等號成立的條件為 2

2

2
1

1
x x

x x
  

 
，就可以得到產生最小值的 x 值（M3, M5, 

M7-RRM 主類目-E 結構）。」 

（2）教學通路之 SOTO 認知層次發展漸進圖 

根據 MTK 編碼系統與 SOTO 分類法之認知層次進行分析與評價，研究者繪製教師 ST3 在

單元 4 教學通路之 SOTO 認知層次發展漸進圖，如圖 18。此圖出現不同知識面向的 U-M-R 路

徑，其具體證據為教師 ST3 利用多項式除法原理，將一個分式型數學式轉代成除法關係式的型

態，再變換成算幾不等式的模型，進而求得原式的最小值，展現三個 U-M-R 路徑，達到運用數

學符號表徵知識的等價結構，最後在第四個 U-M-R 路徑經由算幾不等式之一系列的過程概念

（Tall, 2013），統整成一個符號表徵之間的變換關係之等價結構層次。 

 

圖 18  教師 ST3 在單元 4 教學通路之 SOTO 認知層次發展漸進圖 
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4.教師 ST4 的教學通路之樣態 

（1）針對教師 ST4 單元 1 的教學影集 E3 進行分析與評價 

第一個事件如下，多項式的除法運算在國中是長除法（M13-CCPM 主類目-U 結構），到高中

是用綜合除法，而它的運算基礎是除法原理，分別在整數系及多項式都有其數學敘述（M12, M14-

CCPM 主類目-M 結構）。 

(1) ： , , 0a b Z b  ，存在 ,q r Z ，使得 a bq r  ， 0 | |r b  。 

(2) [ ]R x ： ( ), ( ) [ ], ( ) 0f x g x R x g x  ，存在 ( ), ( ) [ ]q x r x R x ，使得 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x q x r x  ，其中

( ) 0r x  或 deg ( ) deg ( )r x g x （M3, M5, M6-RRM 主類目-R 結構）。 

舉例說明，ex.求 25 除以 9 的商數及餘數。 

教師利用長除法，求得商數為 2，餘數為 7。（M13-RRM 主類目-U 結構） 

ex.求
25

9
的十進位表達式。教師利用長除法，求得 2.777... 2.7 （M12, M13-RRM 主類目-M 結

構）。 

第二個事件如下，師問：同樣都是利用長除法求出這兩題的解答，請問它們的差異在那裡

（M1, M2-RS 主類目-R 結構）？生答：一個求商和餘數，另一個是循環小數。師問：還有嗎?生

無回應。此時教師點出除法原理的兩個重要特色與機制，一是 ending 機制（M1-RS 主類目-U 結

構），如第一題算到餘數 7 時，運算就結束，而第二題則一直算下去（M3, M5-RRM 主類目-M 結

構）；另一是等量關係，如 25 9 2 7   。 

再舉例說明，ex.求 3 23 6 8x x x   
2 2x x  的商式及餘式。 

教師利用長除法，求得商式為3 2x  ，餘式為 2 4x  ， 

並得 3 2 23 6 8 ( 2)(3 2) 2 4x x x x x x x         。 

教師講解不遵守除法原理的機制，可得到一個表達式 
3 2

1 2 3

2

3 6 8
3 2 2 2 2 ...

6 8

x x x
x x x x

x x

    
     

 
（M3, M5, M7-RRM 主類目-R 結構）， 

雖然它不遵守 ending 機制，但它仍有等量機制。而這個等量的表達式未來在微積分領域，就稱

為一種無窮級數，名稱是馬克勞林級數（M14-CCPM 主類目-U 結構）。 

第三個事件如下，生問：原來的餘數（式）呢?師答：餘數在
25

9
的十進位表達式之小數點後 

的數值（M12, M13-CCPM 主類目-M 結構）；同樣的，餘式在
3 2

2

3 6 8

6 8

x x x

x x

  

 
表達式的後面無窮 

級數（M3, M5, M10-RRM 主類目-R 結構）。上式中的 x 用 10 代，就是十進位的表達式。教師帶

學生一起思考，在做除法運算時，所用到的除法原理它的內涵其實是很有特色及意義的（M12, 

M13-CCPM 主類目-R 結構），它的兩個機制也很重要，它有不遵守 ending 機制的發展領域，它

也有遵守 ending 機制的發展領域，這些都可以從現在的內容延伸到未來要學習或會應用到的概
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念（M12, M13, M15-CCPM 主類目-C 結構）。 

（2）教學通路之 SOTO 認知層次發展漸進圖 

根據 MTK 編碼系統與 SOTO 分類法之認知層次進行分析與評價，研究者繪製教師 ST4 在

單元 1 教學通路之 SOTO 認知層次發展漸進圖，如圖 19。此圖出現不同知識面向的 U-M-R 路

徑，其具體證據為教師 ST4 補充進階數學概念的無窮級數表達式引入當前數學內容，協助教師

使用多重模型或觀點融入教學策略，幫助學生進行數學高階思考，展現三個 U-M-R 路徑，運用

不同知識面向達到等價結構，最後在第四個 U-M-R 路徑將除法原理、長除法、商式與餘式、十

進位表示法以及無窮級數統整成一個具有多面向的知識體系，進而臻至結晶結構層次。 

 

圖 19  教師 ST4 在單元 1 教學通路之 SOTO 認知層次發展漸進圖 

綜合上述，根據四位個案的 SOTO 認知層次發展漸進圖，如圖 16~19，發現他們的教學通

路裡都有個數不一的 U-M-R 迴圈或路徑。由此可見，教學通路的 U-M-R 路徑或迴圈，不僅是

數學教師的數學教學知識之認知層次發展的主要特徵，亦能用以描述數學教師在教學情境中的

數學知識認知層次轉化的漸進途徑，及其轉化所獲得的知識類別。此外，低階認知層次的數學

教學知識通常用來促進高階層次的漸進提昇與發展，這個現象與 Piaget（1972）所提的同化與適

應之觀點相仿，認為當個體以既有知識結構面對問題時，將新遇見的事物納入既有的知識結構

內（Harlow, Cummings, & Aberasturi, 2006），作為下一階段之認知行動的基礎。而漸進現象也與

李坤崇（2004）的看法類似，認為認知歷程具有漸增複雜性階層之特性。因此，四位個案教師的

數學教學知識之認知層次發展的主要特徵是存在個數不一的 U-M-R 路徑或迴圈，同時具有飽和

度與複雜漸進性之特性。 

進一步分析發現，在 U-M-R 迴圈或路徑中的 U 結構層次可能是上一個迴圈的 R 結構，或

者 R 結構層次可能是下一個迴圈的 U 結構。例如，在教師 ST2 單元 1 的教學影集 E10 之 SOTO

認知層次發展漸進圖中，教師 ST2 補充當前數學知識之進階概念高斯消去法，以及牛頓插值法，

講解第二種解法，說明其教學通路承襲上一個迴圈的 R 結構，形成一個重要的教學知識解認知

結構，故而展現出「M14-CCPM 主類目-U 結構」之層次；接著，利用牛頓插值法，經過多重觀
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點的教學知識，展現其數學知識的認知層次達到「M3, M4, M5-RRM 主類目-R 結構」之狀態，再

補充數學家牛頓的另一種解法，運用多元思考模型，和引入超出當前數學內容的數學定義，說

明所求得的三個數值，跟牛頓插值多項式之表達式 ( ) 4( 1)( 3) 3( 1) 7f x x x x      中的係數

4, 3,7 之間的等價關係，顯示其數學教學知識已漸進至「M3, M5, M10-RRM 主類目-E 結構」層

次，並透過數學條件與結果的判斷，決定利用推理證明方式論述多項式表達式之多面向表現的

數學知識體系，進而臻至「M1, M2-RS 主類目-C 結構」層次，最後繪製出圖 17 中含有三個 U-

M-R 迴圈之 SOTO 認知層次漸進途徑。因此，本研究認為個案教師 ST2 在圖 17 之 SOTO 層次

漸進路徑最後能夠達到結晶結構層次，可能的關鍵因素在於他運用自我覺察與監控能力的後設

認知知識，幫助教師監控、調整和決擇使用有效的教學策略與知識，將自己所理解的數學知識

轉換為學生可理解的型式。此分析結果可從 Veenman（2011）的觀點獲得支持，認為高層次的後

設認知會監控並調整低層次的認知歷程，例如進行推論是認知行為，但決定啟動推論則是後設

認知。 

另外，根據圖 16 至圖 19 的四位個案教師在四個教學影集之教學通路的 SOTO 認知層次漸

進路徑圖，發現這四位個案教師之數學教學知識的認知發展路徑，呈現出漸進上升趨勢的型態。

此結果顯示四位個案教師之數學教學知識品質與其在 SOTO 分類法的認知層次之高低之間存在

正向的關聯性，說明了四位個案教師之教學認知發展漸進圖之 SOTO 結構層次愈高，其所展現

的數學教學知識品質也愈高階。也就是說，四位個案教師皆能運用歸納與整合之教學知識，將

關聯性的數學問題延拓其本身的意義，或運用邏輯演繹的數學知識，推理數學概念的等價關係，

則顯示其數學教學知識已漸進到等價認知層次；而個案教師 ST2 與 ST4 常運用多個等價的數學

概念，展現出有系統脈絡化的教學知識，或透過數學知識的形式化證明與探究式教學，將當前

學校與未來數學內容組成一個具有內部結構的多面向知識體，故而顯示其數學教學知識已達到

飽和度而漸進到結晶認知層次。這些現象與 Tall（2013）所提的心智連結之觀點雷同，認為數學

知識一旦形成可思考概念，可透過教學覺察與反思幫助教師進行統整與連結，建立具有對偶結

構性質的數學知識，進而發展更寬廣視野的數學思考與教學思考。因此，透過 SOTO 認知層次

發展漸進圖進行分析與評價，可闡明不同數學教學知識的認知層次會反應不同面向與特徵的數

學知識與教學知識。 

總言之，透過 SOTO 認知層次漸進圖分析四位個案教師之數學教學知識，發現他們的教學

知識之認知層次在教學過程中會出現動態整合的現象。此個現象和 Biggs 與 Collis（1991）的觀

點相似，認為不論是在同一個知識類型，或者是不同知識類型之間，都存在一些具有循環性的

U-M-R 學習轉化迴圈或路徑。也就是說，四位個案教師之教學行為所呈現的教學知識類別與思

維方式，在 SOTO 分類法之五種不同層次中，會出現同一知識類型或不同類型之間會出現推移
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整合現象。同時，亦與陳彥廷（2015）以及 Park 與 Chen（2012）的觀點相仿，認為在教學過程

中有一些知識面向之間會出現整合現象，易言之，教師的 PCK 在教學過程中是處於一個動態流

動的狀態，且其各成分間是彼此交互作用與影響。由此可見，透過 SOTO 認知層次的漸進路徑

之分析與評價，可幫助四位高中數學教師在教學情境中自我覺察與監控其教學思考與策略，再

經由數學運思認知模式，在不斷循環的教學認知轉化的 U-M-R 迴圈中更精緻化，將有助於教師

在每個教學認知階段之策略思考的改變，以提升教師的教學知能與覺察力，專注每個教學事件

並對所注意的知識賦予新的意義（Sherin, Jacobs, & Philipp, 2011），進而促進數學教師之數學教

學知識的 SOTO 認知層次之漸進發展，故而顯示 SOTO 認知層次愈高，其所展現的數學教學知

識也愈好。 

二、四位個案教師數學教學知識的認知層次之差異性 

從第一個研究結果瞭解，針對整個多項式之數學教學知識，四位個案教師中有兩位教師 ST1

與 ST3 的 SOTO 光譜圖達到等價結構，另兩位教師 ST2 與 ST4 則達到結晶結構層次；同時，研

究者進一步根據圖 18~21 的四位個案教師之 SOTO 認知層次漸進圖進行分析與比較，發現他們

的教學通路所含的 U-M-R 路徑與迴圈之個數不盡相同，故四位個案教師之數學教學知識的認知

層次確實存在一些差異性。以下針對四位個案教師之數學教學知識的認知層次之差異情形，和

產生差異之可能因素，加以分析與論述。 

（一）四位個案教師之數學教學知識的認知層次之差異情形 

根據四位個案教師之 SOTO 認知層次漸進圖進行分析與比較，顯示教師 ST1 經由三個 U-

M-R 路徑與一個 U-M-R 迴圈後，漸進至等價認知層次；教師 ST2 經由三個 U-M-R 路徑後，臻

至結晶認知層次；教師 ST3 經由三個 U-M-R 路徑與一個 U-M-R 迴圈後，漸進至等價認知層次；

教師 ST4 經由四個 U-M-R 路徑後，臻至結晶認知層次。由此可見，四位個案教師在教學通路的

漸進過程，其 SOTO 認知層次之差異特徵之一是，四位個案教師在不同教學情境的教學通路所

展現的 U-M-R 路徑與迴圈數各有不同；同時，四位個案教師只有教師 ST1 與 ST3 在教學通路

的漸進過程，在相同知識面向中出現一個 U-M-R 迴圈，例如，圖 16 與圖 18 中均出現有關數學

的嚴謹性與豐富性之主類目 RRM 的 U-M-R 迴圈。這個現象也和 Pegg 與 Tall（2010）對於學生

學習之認知發展的觀點類似，認為在具體符號方式下至少存在兩個 U-M-R 迴圈或路徑，若在第

二個迴圈或路徑後的反應仍沒有發生形式推理方式的質變，則可能存在第三個或更多迴圈或路

徑；倘若後續的學習表現發生形式運思特徵上的質變，則其學習反應有機會產生遷移而漸進至

擴展抽象層次。 
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另外，四位個案教師在教學通路的漸進過程，關於數學教學知識之三個知識面向所運用的

次數頻率各有不同，展現迥然不同的教學行為風格。例如，關於「回應學生」知識面向，教師

ST1 使用頻率比其他三位教師較高；關於「數學的嚴謹性與豐富性」知識面向，教師 ST1 與 ST3

使用頻率顯著高於其他二位教師；關於「連結課室實務的數學」知識面向，教師 ST4 使用頻率

顯著高於其他三位教師。研究者進一步分析，產生這個現象的原因有可能是教學單元內容的主

題性、或是教師教學策略的選擇性，抑或是學生學習脈絡的需求性，因而影響四位個案教師在

不同的課程主題、教學情境和教學經驗中的數學教學知識，進而展現他們與眾不同的教學風格，

這現象與 Cohen 與 Amidon（2004）的觀點一致，認為教學風格與個人背景經驗有顯著的關聯。 

綜合上述，顯示四位高中數學個案教師之數學教學知識在 SOTO 認知層次的發展脈絡中，

確實存在一些差異性，例如，在教學通路中出現個數不一的 U-M-R 迴圈或路徑，以及關於 MTK

編碼系統中的數學教學知識之三個知識面向的運用狀況，因而展現出四位個案教師迥然不同、

各具特色的教學知識。又根據第一個研究結果瞭解，這些教學風格迥異的四位高中數學個案教

師所表現的數學教學知識，以 SOTO 分類法作為分析工具，不但可評價出其認知層次的不同，

亦能質性描述出其數學教學知識的類別之差異。也就是說，這些差異性，除了會顯現在 MTK 編

碼系統的內涵特徵中，也會展現在 SOTO 分類法的認知層次之質性描述裡。由此可見，以 SOTO

分類法作為評價工具，針對四位高中數學個案教師之數學教學知識進行質性分析發現，四位個

案教師數學教學知識的 SOTO 認知層次與知識類別之差異性，的確會反應出不同風格的教學知

識；同時亦發現四位個案教師之數學教學知識在 SOTO 分類法之認知層次愈高，其所展現的教

學知識也愈好。此結果似乎亦呼應 Krauss 等人（2008）的教師專業發展觀點，認為教師個人專

業程度，取決於其所擁有的學科內容知識與學科教學知識的連結程度。 

（二）四位個案教師教學知識之認知層次出現差異之可能因素 

根據前面結果，可以瞭解四位個案教師之數學教學知識在 SOTO 光譜中的認知層次及其知

識類別確實存在一些差異性。以下針對四位個案教師的教學背景資料與特殊教學經驗等可能造

成這個差異性的相關因素，加以分析與探討。 

1.教學背景資料 

根據表 1 的個案教師背景資料分析，在教學年資方面，四位個案教師 ST1~ST4 分別為 17、

15、20、27，平均年資約為 20 年，再參照四位個案教師的 SOTO 分類法評價結果，發現兩位達

到結晶結構的個案教師，其教學年資分別是四位個案教師中一位最資淺，一位最資深，顯示四

位個案教師的教學年資差異與其在 SOTO 認知層次高低之間並沒有明顯的正向關聯性。不過，

這四位個案教師的教學年資確實屬於資深層級，一般而言，他們的教學知識與思考策略應比資

淺教師來得完整與精熟，或許此資深等級的教學年資，可能是致使此四位個案教師之數學教學
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知識均達到較高等級的等價結構層次的因素之一。此現象也符應 Chinnappan 與 Lawson（2005）

的研究結果，認為資深教師的知識比新手教師更有結構性與連通性，也具有較流暢性的教學知

識與策略。 

2.特殊教學經驗 

根據表 1 的個案教師背景資料分析，在教育程度方面，四位個案教師 ST1~ST4 分別為碩士、

學士、學士及碩士，再參照四位個案教師的 SOTO 分類法評價結果，發現兩位教育程度是學士

學位的個案教師，其數學教學知識在 SOTO 認知層次分別達到等價與結晶結構層次，顯示四位

個案教師的教育程度差異與其在 SOTO 認知層次高低之間並沒有明顯的正向關聯性。在開設課

程方面，雖然四位個案教師都曾開設過多元選修課程，但無具體證據顯示開設課程的教學經驗，

與其 SOTO 結構層次高低有關聯性，故無法證實開設課程經驗對結構層次高低的影響。 

另外，在特殊教學經驗方面，達到等價結構層次的兩位個案教師 ST1 與 ST3 分別曾任教過

數資班與語資班，而達到結晶結構層次的兩位個案教師 ST2 與 ST4 則都曾任教過科學班。再針

對數資班與科學班的資優課程內容做深入瞭解與分析，發現數資班與科學班都有數學領域課程

與個別研究專題課程，顯示其課程規劃大致相同，不過有一個差異性是在於科學班的數學領域

課程是以加深、加廣及加速為主軸的課程設計導向，而數資班只有加深和加廣。據此，就教師

經驗而言，科學班的加速之教學取向，不僅對高中數學教師之教學能力的要求較高，尤其針對

學生學習的需求與課程設計的需要，常額外需要教師自我學習以提昇個人專業能力。因此，可

合理解釋兩位具有科學班教學經驗的個案教師 ST2 與 ST4 的數學教學知識，比沒有此經驗的另

兩位個案教師，在 SOTO 分類法的評價會達到較高等級的結晶結構層次。 

總言之，雖然四位個案教師之整體多項式的數學教學知識，在 SOTO 分類法之結構層次的

漸進發展途徑各有所不同，但至少都達到等價結構，顯示他們的教學行為展現出多個不同表徵

的數學知識與教學知識內涵，並在認知發展過程中關聯成一個更大的教學知識、結構與原理原

則，又能整合成一些具有雙向等價關係的系統性知識網絡。同時，透過表 5 中有關 SOTO 分類

法之結晶結構之內涵特徵描述進行內容分析，發現兩位達到結晶結構之個案教師 ST2 與 ST4 的

數學教學知識，都具有將數學概念透過心智連結與壓縮成多面向之特質的知識體系，亦具備能

分析與論證不同知識結構間之等價關係的數學推理與教學思考。這個現象與 Tall（2013）所提的

數學結晶概念之觀點一致，認為將知識結構進行心智壓縮成可思考概念後，即在可思考概念間

進行連結、擴充、解構和重構，形成一個多面向的知識理論體系（陳冠州、劉致演、尤詩憶、秦

爾聰，2015）。  
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伍、結論與建議 

一、結論 

本研究以 MTK 編碼系統作為高中數學教師之課室觀察系統，經過分析、編碼與評價，顯示

四位個案教師在多項式四個主題單元之整體數學教學知識，會展現出 SOTO 分類法之單一（U）、

多重（M）、關聯（R）、等價（E）以及結晶（C）等五種不同的認知層次與知識類別，進而發展

成 SOTO 分類法之評價工具，用以質性描述四位高中數學教師之數學教學知識的認知層次及其

發展樣貌。再經由編碼量化統計結果後，發現個案教師 ST1 與 ST3 的數學教學知識之認知層到

達到等價結構層次，而另二位教師 ST2 與 ST4 則達到結晶結構層次。這樣的結果說明了這四位

個案教師在整個多項式單元的教學過程中，皆能針對至少兩種以上不同表徵的教學知識內涵，

形成關聯性的教學知識網絡後，亦能揭示其系統性結構的雙向等價關係；而另兩位教師 ST2 與

ST4 之教學行為亦已臻至能將一些具有等價結構的教學知識網絡，運用心智連結與壓縮，發展

成一個具有結晶結構的知識理論體系。 

再者，以四位個案教師的四個教學影集為例，根據本研究的 MTK 編碼系統，分析每個教學

事件所涉及的數學教學知識面向，以及其所反應的 SOTO 認知層次，經過質性分析與編碼並繪

製它們的 SOTO 認知層次之發展漸進圖，不僅發現四位個案教師之數學教學知識的 SOTO 認知

層次之漸進路徑，皆至少存在兩個 U-M-R 迴圈或路徑，且第一個迴圈的關聯認知層次之數學教

學知識，在第二迴圈中成為單一反應；會出現個數不一之迴圈或路徑之教學通路；學情境的教

學通路所展現的 U-M-R 路徑與迴圈數各有不同；同時，亦發現第一個 U-M-R 迴圈的關聯層次

之數學教學知識，在第二 U-M-R 迴圈中成為單一認知層次的教學基底，若在第二個迴圈或路徑

後的教學知識仍沒有發生知識類別與思維方式的質變，則可能存在第三個或更多迴圈或路徑；

倘若後續的教學行為產生了 SOTO 認知層次內涵特徵的質變，則其教學通路有機會產生遷移而

漸進至更高階級的層次，形成不同樣貌的 SOTO 認知層次之發展途徑。因此，本研究認為 U-M-

R 迴圈或路徑是高中數學教師在教學實作中發展其學科內容知識與學科教學知識的一個重要的

認知發展途徑。此發展途徑的主要特徵和 Biggs 與 Collis（1991）之 SOLO 分類理論的觀點相

似，亦認為 SOLO 分類法中的 U-M-R 迴圈或路徑是學生透過學習發展認知的理想途徑，而且在

此途徑中至少存在兩個 U-M-R 迴圈，且第一個迴圈的關聯反應，在第二迴圈中成為單一反應；

同時，亦認為若在第二個 U-M-R 迴圈後的學習反應思路發生心智特徵的質性變化，則其學習認

知發展會產生遷移而漸進至擴展抽象結構。 

臺灣高中階段的數學教學特色著重於課程主題的教學跟其他領域之學習和生活的連結與應

用，其教學實作無論在數學知識與思維的深度、廣度與抽象度方面，都比前一階段的教學內容

更具有挑戰性。因此，本研究透過所建立的 MTK 評價規準，來評價高中數學教師之教學知識品
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質在 SOTO 的結構層次，以幫助教師進行教學反思並提供有用的教學回饋，進而提升其教學的

數學品質。雖然本研究發現高中數學教師之數學教學知識在 SOTO 分類法的認知層次愈高，其

所展現的教學知識品質也愈好，然而，教學年資的多寡，與教師的數學教學知識在 SOTO 認知

層次的高低是否有顯著的正相關，這是本研究尚未確切證實的結果，故仍需再納入一些年資低

於 15 年以下的高中數學個案教師，方能進一步實徵研究探討其關聯性。 

整體而言，本研究探討過去相關文獻（Ball & Bass, 2009; Biggs & Collis, 1982; Tall, 2013）

的理論架構及其相關研究結果，整合為 SOTO 分類法之理論架構及其內涵特徵的理論基礎，再

以此分類法作為判斷高中數學教師數學教學知識之質性等級的分析工具，評價教師之知識特徵

與思考方式在 SOTO 的結構層次，幫助教師自我覺察與進行教學反思，並提供教師一個具有質

性層級描述的教學回饋，進而提升其教學知識品質，促進其教師專業成長的發展。 

二、研究建議 

本研究以高中數學資深教師為研究對象，以所建立的 MTK 編碼系統作為評價工具，對其數

學教學知識進行質性等級描述，發現所評價的認知層次與其所展現的教學知識品質雖然有正向

的關聯性，然而，本研究的主要分析資料來自四位個案教師之課室教學影片，且僅就一個多項

式主題進行分析，故所得的研究結果仍其侷限性。因此，對於未來研究要運用 SOTO 分類法之

五種不同認知層次與內涵特徵，探討有關數學教師之教學知識的成長，甚至應用於教師專業知

能與發展等相關議題時，必須要理解本研究的研究設計、方法與資料收集之侷限性，對於研究

結果可能產生的嚴謹度與類比性等問題。冀望未來再針對實習、初任、中階年資與資深的數學

教師，甚至涵蓋小學數學至大學微積分等四種教學進程的數學教師，藉由 SOTO 分類理論及其

特徵，探討這四類數學教師數學教學知識所展現的知識類別與認知層次，為這四類數學教師自

我覺察，或是師資培育課程規劃，甚至教師專業發展方面，提供一個嶄新研究方向的參考。因

此，本研究建議，若能建立「符合臺灣四種教學進程的數學教師數學教學知識的相關編碼系統」，

則將有助於進一步探討這四類數學教師的教學知識，與其在 SOTO 分類法之認知層次之間的關

聯性。 

雖然 SOTO 分類法之質性評價工具的建構發想於數學領域，然而，數學乃科學之母，數學

是一門演譯科學，也是一門實驗科學，能廣泛地跨越其他學科領域。因此，本研究亦冀望未來

更進一步探討所建立的 MTK 編碼系統，用於其他領域學科教師之教學知識的評價，透過教師數

學教學知識之 SOTO 認知層次的質性評價，深入理解各領域學科教師所展現的教學知識之認知

層次，協助教師自我覺察與自我提昇個人教師專業成長的發展。 
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數學系學生對函數極限的錯誤認知與解題困境 

張子貴 

國立東華大學應用數學系 

本研究的主要目的為探討數學系學生在微積分中對函數極限的錯誤認知與解題困境，以提供微

積分教師在教學設計上的參考。本研究採用調查研究法，以自編的「函數極限測驗卷」為研究

工具，對兩所國立大學修讀應用數學系微積分（一）的 111 位學生進行調查，分析學生的解題

類型、錯誤認知與解題困境。研究結果發現：一、一半的學生無法正確描述函數極限的直觀意

義與精確定義；二、學生未能理解函數極限的運算符號及使用極限計算法則的前提；三、學生

無法釐清極限值、函數值與連續之間的關係；四、當函數含有根式、絕對值或有界的週期函數

時，學生對計算函數的極限有困難。五、多數學生無法利用極限的精確定義證明線型函數的極

限。最後依據研究結果，對微積分教學與研究提出一些建議。 

關鍵詞：函數極限、微積分、解題困境、解題類型、錯誤認知 



 

Corresponding author：Tzu-Kuei Chang，e-mail：tzu@gms.ndhu.edu.tw 

Received：1 February 2021; 

Accepted：15 October 2021. 

Chang, T. K. (2021).  

Math students’ misunderstandings and obstacles in learning limits of functions.  

Taiwan Journal of Mathematics Education, 8(2), 43-76. 
doi: 10.6278/tjme.202110_8(2).002 

Math Students’ Misunderstandings and Obstacles in 

Learning Limits of Functions 

Tzu-Kuei Chang 

Department of Applied Mathematics, National Dong Hwa University 

This study investigated math students’ misunderstandings and obstacles in learning limits of functions 

to enable calculus teachers to design their teaching plan accordingly. A self-designed test about the limits 

of functions was used as a tool in a survey to collect data from 111 students who were taking Calculus 

(I) at two public universities. The analysis of the students’ problem-solving styles, misunderstandings, 

and difficulties pertaining to problem solving revealed the following findings: 1) Approximately half of 

the students could not correctly provide the intuitive and precise definitions of a limit; 2) the students 

could not understand the operational symbols of function limits and the basis for applying limit-related 

laws; 3) the students could not explain the relationship among limit, function value, and continuity; 4) 

the students experienced difficulties calculating the limit of a function when it contains radicals, absolute 

values, or bounded periodic functions; 5) most students could not apply the precise definition of a limit 

to prove the limit of a linear function. On the basis of these findings, we developed several 

recommendations for improving calculus teaching and research. 

Keywords: limit of function, calculus, problem-solving obstacles, problem-solving styles,  

misunderstandings 
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壹、研究動機與目的 

微積分包含微分與積分兩大分支，函數微分的結果稱為導數，即是將割線斜率取極限而得

到的，而函數的定積分即是將黎曼和（Riemann Sum）取極限而得到的。因此，微積分的主要內

容即探討極限、微分與積分及其應用，且函數極限的概念是微積分的內容當中許多重要概念的

基礎，如果學生不能理解極限的概念，那他們就不容易理解導數與積分等重要概念（Juter, 2005）。

甚至，在初等數學無法解決的問題，諸如：計算曲線的斜率、找出一般曲線的切線、計算曲線的

弧長、計算以曲線為邊界的區域之面積、計算瞬間變化率、計算無窮多項的級數和等，正因為

採用了極限的概念，才得以在微積分中解決。 

學生在學習微積分的過程中，會遇到許多概念理解、程序執行及問題解決等方面的困難，

尤其對極限存在許多認知與計算程序上的錯誤，進而影響對微積分的學習。大多數的微積分教

師都能體認到極限在微積分所扮演的角色之重要性（Denbel, 2014；Odafe, 2012），但事實上，極

限的本質是相當複雜的，數學家對極限的認識即是一個曲折且漸近的過程，因此，許多學生會

覺得難以理解極限的概念，不知道極限概念與微積分的其他概念有何關係，便無法理解在大學

微積分當中極限所扮演的角色之重要性（Denbel, 2014）。 

雖然微積分的書上都有給定並解釋極限的直觀意義與精確定義，教師在教學時也會做詳盡

的講解，但即使是用同一本課本、上同一門課，學生還是可能會產生不同的想法，因此，在微積

分的學習過程中，仍有不少學生對極限的概念感到困難或存在一些錯誤認知（謝哲仁、李慶志，

2012; Denbel, 2014; Fernández, 2004; Güçler, 2013; Juter, 2005; Keene, Hall, & Duca, 2014; Odafe, 

2012; Swinyard & Larsen, 2012; Szydlik, 2000; Tall, 1992）。 

如果教師能事先了解學生的錯誤認知與解題困境，及這些錯誤的想法是如何形成的，那教

師就可以在教學設計上做更好的準備，提供給學生更適合的學習環境（Juter, 2005），以提升學生

的學習成效。例如：教師可以針對學生經常發生的錯誤概念設計教材、教學活動與習題演練，

以釐清學生的錯誤認知及克服解題困境。 

函數極限是大學應用數學系的微積分課程及後續相關課程的重要基礎概念，雖然目前國際

間關於微積分中極限概念的研究很多，國內也有些許相關研究，但探究主修數學的學生在函數

極限的錯誤認知與解題困境的研究並不多。因此，本研究的目的乃分析應用數學系學生在微積

分中對函數極限的理解與計算之解題類型，並探討學生對函數極限的錯誤認知與解題困境，以

提供大學微積分教師深入認識學生的學習表現及在教學設計上的參考。雖然數學的學習認知除

了概念理解與程序執行之外還包括問題解決，由於應用數學系的課程設計仍較偏重理論基礎的

訓練，故本研究聚焦於探討學生對函數極限在概念理解與程序執行的表現，並將「錯誤認知」
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界定為「在解決概念理解與程序執行的相關問題過程中所呈現的錯誤認知」，將「解題困境」界

定為「在解決概念理解與程序執行的相關問題過程中所遇到的困難」。 

依據研究目的，本研究之研究問題如下。 

一、應用數學系學生在理解函數極限概念的表現之解題類型為何？存在哪些錯誤認知與解題困

境？ 

二、應用數學系學生在計算函數極限的表現之解題類型為何？存在哪些錯誤認知與解題困境？ 

貳、文獻探討 

茲將「微積分課程中的學習困境」、「函數極限的錯誤認知與學習困境」與「函數極限的教

材內容分析」等相關文獻之探討與評析分述如下。 

一、微積分課程中的學習困境 

學生在學習微積分時經常會遇到一些困境，Tall（1992）表示，無論以何種方式學習微積分，

似乎都會存在一些困難的概念，而使得無論教師如何教導微積分，幾乎都會產生一些問題。這

些困境包括：對極限概念存在許多認知困難、在量化的定義（如：極限的精確定義）中難以掌握

其中的量詞（如：ε、δ）、較偏愛程序性的計算甚於概念性的理解、對某些函數的微分與積分有

困難、將實務上的問題轉換成微積分的公式有困難等。 

在微分方面，劉湘川等人（2010）發現科技大學學生在記憶微分公式時，常誤用基礎公式來

記憶新的微分公式，例如：誤用「和的微分公式」來記憶「積的微分公式」，產生      

(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥))
′

= 𝑓′(𝑥) + 𝑔′(𝑥)之錯誤；誤用「積的微分公式」來記憶「合成函數的微分公式（連

鎖律（Chain Rule））」，產生[𝑓(𝑔(𝑥))]
′

= 𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)之錯誤；誤用「冪函數的微分公

式」來對指數函數微分，例如，(53)′ = 3 ∙ 52。Muzangwa 與 Chifamba（2012）也發現受測的 10 

位數學系學生全都誤用冪函數的微分公式來進行其他非冪函數的微分運算，例如：
𝑑

𝑑𝑥
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑥−1。 

此外，在教學現場也常發現學生容易產生「(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥))
′

= 𝑓′(𝑥)𝑔′(𝑥)」之錯誤。 

在積分方面，Seah（2005）發現在積分問題當中學生比較有困難的題目類型包括三角函數的

積分與應用積分來計算區域面積。學生在概念方面的錯誤包括：將定積分當作函數圖形所圍出

的區域面積，未理解函數圖形所圍出的區域與積分範圍；當函數圖形在𝑥軸下方時，學生無法正

確求出函數圖形所圍出的區域面積；學生不能理解「積分是微分的逆運算」可以透過積分來找

反導函數。學生在程序執行上的錯誤包括：不定積分的結果沒有加上常數 C；將微分與積分兩

種運算混淆。學生在技能方面的錯誤是因為缺乏幾何、代數與三角學等數學知識所造成的。整

體而言，學生較著重於積分的運算程序甚於積分的概念，他們通常未能同時具備對積分的概念

與計算程序的理解。Muzangwa 與 Chifamba（2012）發現數學系學生在進行二重積分的運算時，
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學生無法正確畫出積分的範圍，也有少數學生不了解「在對𝑥積分時要將𝑦視為常數」。造成這些

錯誤認知的原因是，學生將微積分的概念糾纏在一起，而缺乏對數學的進一步思考。 

在問題解題方面，Klymchuk、Zverkova、Gruenwald 與 Sauerbier（2010）發現學生無法運用

他們所學到的知識在熟悉的脈絡中建構簡單的函數，例如：在解應用題時，學生難以列出總成

本函數的算式，其中，學生對理解題目有困難，包括：語言的理解、已知條件的使用及變數的確

定等，學生對於該使用哪個公式也有困難。學生認為他們需要更多解應用題的練習，並希望教

師能指導更多解應用題的解題步驟與細節。 

綜觀相關文獻，學生在學習微積分的過程中，會遇到許多概念理解、程序執行及問題解決

等方面的困境。在概念理解方面的困境包括：對函數極限的概念與精確定義之認知困難、對微

分與積分的運算概念錯誤、誤以為定積分就是區域面積、未能理解函數圖形所圍出的區域與積

分範圍及「積分是微分的逆運算」等。在程序執行方面的困境包括：在未符合極限律的前提下

誤用極限律、誤用冪函數的微分公式來進行其他非冪函數的微分運算、微分公式與積分公式的

誤用，對三角函數的積分較不熟悉，不定積分的結果沒有加上常數 C，將微分與積分兩種運算

混淆。在問題解決方面的困境包括：對應用積分來計算區域面積有困難，對應用問題的理解有

困難、無法將實務問題轉換成微積分的公式或算式。在學生學習微積分所遇到的困境當中，又

以極限的概念最令學生困惑及難以理解（Tall, 1992）。 

二、函數極限的錯誤認知與學習困境 

（一）函數極限的錯誤認知 

由於函數極限的概念較抽象，學生在學習過程中容易受到外界不完整及不恰當的資訊影響，

使他們對極限定義產生錯誤認知，誤以為極限是邊界或不可達到的值或是圖形很靠近但永遠無

法到達的直線，導致他們在計算極限時遇到困難（Keene, et al., 2014; Szydlik, 2000）。Odafe（2012）

及 Güçler（2013）均發現美國學生對函數極限存在六種錯誤認知，包括：極限是描述當𝑥移向特

定點時函數如何移動；極限是函數無法通過的值或點；極限是當限制𝑥值時函數的𝑦值可以任意

靠近的值；極限是函數很靠近但無法到達的值或點；極限是一個足夠精確的近似值；極限的求

法是透過插入一些很靠近某個數的值直到達到極限為止。經過一個學期的改善教學，Odafe 在學

期末的會談中發現，仍有些學生認為函數在未定義的點之極限不存在，而且函數在某個點的極

限一定會等於函數在該點的函數值。Denbel（2014）發現 Dilla 大學的學生也有類似的錯誤認知，

學生把極限視為不可到達的、近似值、邊界，把極限看成一個動態的過程，而不是一個靜態的

物件，在這種感覺下，認為函數在每一個點一定存在極限。學生誤認為：函數在每個點都必須

被定義成有極限；一個函數若在某一點沒有定義，則沒有極限；當一個函數在某個點有極限，
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則此函數在這個點必須連續；極限等於函數在該點的函數值。Güçler 也發現有些學生會誤以為

「只有連續函數才有極限」。 

（二）函數極限概念的學習困境 

相關文獻顯示學生在學習函數極限概念時存在一些困境。Tall（1992）發現學生的認知困難

包括：1.包含在語言中的困難，如「極限」、「趨向於」、「接近」、「儘可能小」等這類的術語在口

語上的意義會與正式的概念產生衝突；2.由於得出極限的過程不容易用簡單的算術、代數或無窮

的概念來呈現，而使得此概念變得很抽象；3.「一個變數ε可以取成任意小」的過程常被誤解成

「一個非常小的變量」；4.「𝑁可以取成任意大」會被誤以為𝑁是無窮大的數；5.學生經常對「極

限是否可以精確地達到」感到困難；6.學生對於從「有限」到「無限」及「無限是怎麼一回事」

感到混淆。而 Juter（2005）的調查研究結果則顯示：1.許多學生只有片段的概念，概念沒有融會

貫通，尤其在所訪談的問題中特別地明顯，但是他們自己並沒有發現此問題；2.許多學生可以簡

要地說明什麼是極限，但當要解釋ε與δ對調的差異時，就出現嚴重的問題；3.學生在學習極限時

似乎非常自以為是，他們只聚焦於解決問題，而不太管理論的概念，整個學期只有極少數的學

生能解釋極限的定義在說什麼，對解題結果所用到的理論含糊不清，卻幾乎對自己在概念理解

的能力很有自信；4.有些學生很難很快地放棄他們原先的錯誤認知，例如：有些學生無視於一些

反例的存在，而整個學期都堅持「函數的極限是不可達到」的見解。 

由於學生對極限的定義存在錯誤的認知，經常對函數的「極限」與「連續」之定義產生混

淆，當他們使用其中一個定義時函數是連續的，而使用另一個定義時函數卻變成不連續的，結

果產生一個函數同時是連續也是不連續的矛盾（Shipman, 2012）。在國內也發現，許多學生由於

極限概念支離破碎而無法與連續、微分、積分等其他概念做連結，而在計算函數極限時，縱使

能利用帶入數值的方式求得正確的極限值，卻無法解釋極限的意義（謝哲仁、李慶志，2012）。 

學生在微積分課程中學過函數在某個點的極限lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)、函數在無窮大的極限 lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)及數 

列的極限 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛，雖然三者的極限符號類似，但 Fernández-Plaza 與 Simpson（2016）發現很少 

學生能理解他們之間的關聯性，有些學生將他們視為三種單獨的極限，有些學生縱使能看出不 

同型式極限之間的關聯性，例如： lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

𝑓 (
1

𝑥
)，卻無法使用正式的數學語言來呈現。 

學生對於函數極限的精確定義更是覺得抽象與困難。Fernández（2004）的分析結果發現， 

學生對於「 lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿  means that  ∀𝜀 > 0  ∃𝛿 > 0  such that  if  0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿  then 

|𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀」之精確定義有一些困惑，例如：學生不清楚定義中的𝜀與𝛿之意義為何？𝜀與𝛿是 

怎麼來的？學生無法理解如何解釋不等式0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿與|𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀的代數與幾何意義。

大部分學生對於在利用極限的精確定義來證明極限時，對「所給定的𝜀如何求出𝛿」感到困惑， 
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甚至也有部分學生困惑著「在教師給定的例題lim
𝑥→2

(3𝑥 − 2) = 4中，都已經知道極限值了，為何 

還要利用定義去證明極限值？」。 

Cottrill 等人（1996）為了幫助學生理解極限的精確定義而提出一個七步驟的極限生成分解

（genetic decomposition）之架構，前三個步驟透過代入𝑥值求函數值𝑓(𝑥)的方式逐漸理解「當𝑥

充分靠近𝑎則𝑓(𝑥)會充分靠近𝐿」，但是 Swinyard 與 Larsen（2012）認為這是在找出極限候選人

的過程，然而精確定義是描述「驗證」函數在某個點的極限候選人之過程，因學生通常難以區

別「尋找」和「驗證」極限候選人的差異，便習慣於從𝑥的觀點切入來理解極限的精確定義，為

了讓學生改變從𝑦的觀點切入以理解精確定義中「∀𝜀 > 0  ∃𝛿 > 0」的概念，Swinyard 與 Larsen

修訂 Cottrill 等人所提的極限生成分解之架構，試圖透過圖形視覺化的方式幫助學生建構函數極

限的精確定義。經過二次實驗教學發現學生出現兩個主要困境：1.在考慮極限的精確定義時，學

生傾向於先從𝑥的觀點切入，而不喜歡從𝑦的觀點切入；2.學生致力於將無限靠近某一個點的意

義具體化。 

（三）計算函數極限的錯誤 

Muzangwa 與 Chifamba（2012）發現數學系學生在計算函數極限時會誤用有理函數約分的 

方式，例如：lim
𝑥→0

sin 5𝑥

𝑥
= lim

𝑥→0
sin 5 = sin 5。華德林與邱進凌（2009）則發現學生在計算較進階的 

極限問題時常會因為思慮不週及誤用運算法則而計算錯誤，其錯誤類型如下。 

1.學生在使用極限律計算極限時，常忽視極限運算的法則。 

學生不清楚「必須在有限項的和取極限時，才可以使用和的極限律來計算極限、必須在兩

個函數的極限都存在時，才可以使用積的極限律來計算極限」，因而產生錯誤的解法，例如： 

lim
𝑛→∞

(
1

𝑛2
+

2

𝑛2
+ ⋯ +

𝑛

𝑛2
) = lim

𝑛→∞

1

𝑛2
+ lim

𝑛→∞

2

𝑛2
+ ⋯ + lim

𝑛→∞

𝑛

𝑛2
= 0 + 0 + ⋯ + 0 = 0 

及 lim
𝑥→0

(𝑥2sin
1

𝑥
) = lim

𝑥→0
𝑥2 ∙ lim

𝑥→0
sin

1

𝑥
= 0 ∙ lim

𝑥→0
sin

1

𝑥
= 0。 

其中 lim
𝑥→0

sin
1

𝑥
並不存在，不符合極限律的使用前提。 

2.學生常忽視等價無窮小量替代原理中的條件要求，而在計算極限過程中將函數的某一部分進

行替代，而產生錯誤的解法。 

例如：因為學生認為當𝑥 → 0時，tan 𝑥 ≈ 𝑥且 sin 𝑥 ≈ 𝑥，故寫成： 

lim
𝑥→0

tan 𝑥 − sin 𝑥

𝑥3
= lim

𝑥→0

𝑥 − 𝑥

𝑥3
= lim

𝑥→0

0

𝑥3
= 0。 

又因為學生認為當𝑥 → 0時，𝑥2sin
1

𝑥
→ 0，故sin (𝑥2sin

1

𝑥
) ≈ 𝑥2sin

1

𝑥
，而寫成： 

lim
𝑥→0

sin (𝑥2sin
1
𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0

𝑥2sin
1
𝑥

𝑥
= lim

𝑥→0
𝑥sin

1

𝑥
= 0。 
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3.學生常忽略了當左極限與右極限的結果不同時，應該分開討論左極限與右極限。 

例如：討論𝑓(𝑥) = {
2

1
𝑥−1

2
1
𝑥+1

, if 𝑥 ≠ 0

1, if 𝑥 = 0

在𝑥 = 0 的連續性。當學生在計算 lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)時，常寫成 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

2
1
𝑥 − 1

2
1
𝑥 + 1

= lim
𝑡→∞

2𝑡 − 1

2𝑡 + 1

𝐻
=

(
∞

∞
)

lim
𝑡→∞

2𝑡 ln 2

2𝑡 ln 2
= 1。 

學生忽略了當𝑥 → 0時，包含了𝑥 → 0+與𝑥 → 0−的情形，故當令𝑡 =
1

𝑥
時，也應該包含𝑡 → +∞與 

𝑡 → −∞兩種情形。因此，正確解法應該是： 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

2
1
𝑥 − 1

2
1
𝑥 + 1

= lim
𝑡→∞

2𝑡 − 1

2𝑡 + 1

𝐻
=

(
∞

∞
)

lim
𝑡→∞

2𝑡 ln 2

2𝑡 ln 2
= lim

𝑡→∞
1 = 1 且 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

2
1
𝑥 − 1

2
1
𝑥 + 1

= lim
𝑡→−∞

2𝑡 − 1

2𝑡 + 1
=

0 − 1

0 + 1
= −1。 

故lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)不存在。 

綜觀相關文獻，極限對學生而言是一個既抽象又難以理解的概念，學生試圖透過個人的學

習經驗與生活經驗來理解函數極限，卻經常對函數極限產生錯誤的認知，例如，極限是一個函

數無法通過或達到的值或點；極限是一個精確的近似值；極限是函數的一個邊界點；極限是圖

形很靠近但永遠無法到達的直線；極限是描述當𝑥移向某個特定點時函數移動的動態過程；函數

在未定義的點之極限值不存在；函數在有定義的點之極限值一定存在；函數在某個點的極限值

等於函數在該點的函數值；若函數在某個點的極限值存在則函數在該點連續；只有連續函數才

有極限。 

學生對函數極限的精確定義更是困惑重重，難以理解，例如，定義中的𝜀與𝛿之意義為何？𝜀

與𝛿是怎麼來的？0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿與|𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀的代數與幾何意義為何？量詞「∀ε（無論多小）」

在整個定義中的意義為何？證明極限時對所給定的𝜀如何求出𝛿？「ε可以取成任意小」的意義為

何？「𝑁可以取成任意大」的意義為何？ 

此外，學生在學習極限時，較著重於解題，而不太能理解解題所用到的概念，也不太在意

這些概念的意義。 

國內外關於「計算函數極限的解題錯誤分析」之文獻相當稀少，雖然華德林與邱進凌（2009）

已經提出一些學生在計算極限時常出現的錯誤，此結果具有高度的參考價值，但以上題目較屬

陷阱題，並未針對計算函數極限的所有題型進行分析，對測驗題的信度與效度亦未有嚴謹的交

代。  
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關於學生對函數極限的錯誤認知之相關文獻，幾乎都是來自國外，反觀國內，雖然函數極

限是大學應用數學系的微積分課程及後續相關課程的重要基礎概念，且學生在學習過程也存在

許多錯誤認知與解題困境，卻少有研究針對數學相關學系的學生深入探討此問題。因此，本研

究將著力於探討國內應用數學系學生在函數極限的錯誤認知與解題困境，期能提供大學微積分

教師當作設計教材與教學活動之參考，以改善微積分的學習成效。故本研究將先建立函數極限

的能力指標與概念圖，當作命題之架構，並參酌相關文獻中學生對函數極限的錯誤認知來設計

測驗題，建立試題之內容效度，再邀請具有數學博士學位且教授微積分的應用數學系資深教授

進行審題，建立試題之專家效度。在分析方法方面，研究者將設計解題類型分析表來分析及記

錄學生的解題類型、錯誤認知與解題困境，並邀請研究助理共同分析資料確保分析結果之可信

度。 

三、函數極限的教材內容分析 

（一）高中的函數極限教材內容 

依據教育部（2013）所發布的普通高級中學課程綱要，數學領域在高中三年級標準課程的

數學甲與數學乙之教材內容均已包括：連續函數、函數的極限、絕對值函數、根式函數、極限的

性質、夾擠定理等主題。 

（二）微積分的函數極限教材內容 

由於 Stewart（2016）的《微積分》經常被當作數學系或應用數學系的微積分教科書，故分

析該書第 1.5~1.8 節與 6.8 節關於函數極限的教材內容，其主要教材內容如下。 

1.定義函數極限的直觀意義，並圖示說明函數在某個點的極限存不存在與該點有沒有定義或連

不連續無關，再以數值列表與函數圖形舉例說明函數極限的直觀意義。 

2.定義函數左極限與右極限的直觀意義，介紹定理「lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 if and only if lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝐿 and  

lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝐿」，並舉例說明如何從函數圖形判斷函數在某個點的左極限、右極限與極限。 

3.定義無窮極限的直觀意義，並以數值列表與函數圖形舉例說明無窮極限的直觀意義。 

4.定義鉛直漸近線，並舉例說明如何找函數的鉛直漸近線。 

5.介紹極限律，並舉例說明如何藉由極限律計算函數極限。 

6.介紹在什麼條件下可以使用直接代入性質計算函數極限，即lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)。 

7.舉例說明將原函數𝑓(𝑥)因式分解、約分或有理化根式後因式分解、約分成𝑔(𝑥)，再使用直接代 

入性質計算函數的極限，即lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑎)，其中𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥), ∀𝑥 ≠ 𝑎。 

8.舉例說明如何藉由計算左極限與右極限判斷函數的極限是否存在。 

9.介紹夾擠定理並舉例說明如何使用夾擠定理計算函數的極限。 
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10.介紹函數極限、左極限、右極限與無窮極限的精確定義並舉例說明如何使用精確定義證明函

數的極限。 

11.定義連續、左連續、右連續與區間連續。 

12.介紹羅必達法則（L'Hôpital's rule）並舉例說明如何使用羅必達法則來計算函數的極限，即當 

分子與分母的極限同時為0或同時為±∞時lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
。 

由以上教材內容分析結果顯示，理論上學生在高中三年級已經學過大學微積分中學習函數

極限的先備知識，在大學微積分課程中再對函數極限的定義、性質、運算方法、運算性質及證

明方法做更深入詳盡的說明。為檢視學生對函數極限的錯誤認知與解題困境，本研究以微積分

「函數極限」教材內容來建立能力指標，以做為命題的架構，建立試題之內容效度。 

參、研究方法 

本研究以自編的「函數極限測驗卷」為研究工具，採用調查研究法，所蒐集的研究資料為

質性資料，藉以分析應用數學系學生在微積分中對函數極限的解題類型，並探討學生對函數極

限的錯誤認知與解題困境。 

一、研究對象 

本研究以兩所國立大學修讀應用數學系微積分（一）的 3 個班共 111 位學生為研究樣本，

並以 S1**、S2**、S3**分別當作第 1、2、3 班的學生代號，此三班的指考入學最低錄取分數之

國文、英文、數學甲三科平均為三十幾分，第三班的學校地理位置比另兩班更偏遠。此三班微

積分（一）均非由研究者所任課，三位任課教師均為本研究「函數極限測驗卷」的試題審查委

員。三位任課教師均採用數學系傳統教學模式，在講臺上板書及講解教材內容，指定習題讓學

生回家演練，三班所採用的微積分教科書不盡相同，但教材內容的概念、性質、方法相同，例題

類似，對於本研究的測驗試題之解題概念與方法均在課堂上教授過。因此，三個班級的教材內

容與教學模式大致相同。 

二、研究歷程 

（一）研擬研究內容 

包括界定研究主題為「分析應用數學系學生對函數極限的錯誤認知與解題困境」、探討「微

積分課程中的學習困境」、「函數極限的錯誤認知與解題困境」、「函數極限的教材內容分析」等

相關文獻資料做為研究方法之理論基礎。  
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（二）建立「函數極限」主題的能力指標與概念圖 

依據微積分課程目標及對 Stewart（2016）《微積分》中函數極限教材內容之分析結果，擬訂

學生在「函數極限」主題需達成的能力指標，並統整函數極限的概念與各種計算方法，擬訂函

數極限的概念圖，以做為命題之架構，建立試題之內容效度。 

（三）命題、專家審題、修訂試題、進行預試 

本研究將參酌相關文獻中學生對函數極限的錯誤認知，並依據函數極限的能力指標與概念

圖來命題，編製「函數極限測驗卷」，再邀請 5 位具有數學博士學位且教授微積分的應用數學系

資深教授進行四次專家會議審題，參酌審查意見修訂能力指標、概念圖與試題，建立試題之專

家效度。考量教材內容與學生素質，修訂的內容包括：能力指標增列「能使用極限的精確定義

證明極限」、第 1 題從函數圖形判斷極限的問題用文字描述得更詳盡、將「描述精確定義」修訂

為「判斷精確定義是否正確」、增列使用精確定義證明極限的證明題、使用夾擠定理計算極限的

題目增列第 1 小題證明函數的上下界以提示學生函數的上下界、是非題組增列正確的概念題並

移到試卷後面及些微的文字修訂。試題編製完成後，選取一班應用數學系重修微積分（二）的

26 位學生進行預試，以檢視試題之適切性。 

（四）再修訂試題成為正式試題、正式施測 

參酌預試學生的答題狀況修訂試題，使學生能更加理解題意及答題的方向或方式，例如， 

將「請敘述lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿的直觀意義」修訂為「請用文字敘述lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿的直觀意義」，修訂後 

成為正式測驗試題，再進行正式施測，將此測驗當作期中考試前的小考，並由任課教師、助教

或研究者共同監考，讓受試學生能以嚴謹的態度來作答，以確保測驗的信度。 

（五）分析學生對函數極限的解題類型並撰寫研究報告 

依據正式施測時學生的作答內容來彙整及記錄學生的解題類型，再分析學生對函數極限的

錯誤認知與解題困境。最後將研究過程與分析結果撰寫成研究報告。 

三、能力指標與概念圖 

應用數學系學生在「函數極限」主題需達成的能力指標與概念圖經過專家審查後，修訂之

結果如下。 

（一）函數極限的能力指標 

1.能理解函數極限的直觀意義。 

2.能理解函數極限的精確定義。 

3.能使用函數極限的精確定義證明函數的極限。 
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4.能理解函數極限的基本性質，包括：極限律、當函數在某個點的左極限與右極限均存在且相等

時函數在該點的極限才存在、函數在某個點的極限存不存在與函數在該點是否有定義及是否

連續無關。 

5.能使用極限律計算函數的極限。 

6.能使用直接代入性質計算函數的極限，即lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)。 

7.能將原函數𝑓(𝑥)因式分解、約分，或有理化根式後因式分解、約分成𝑔(𝑥)，再使用直接代入性 

質來計算函數的極限，即lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑎)，其中𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥), ∀𝑥 ≠ 𝑎。 

8.能藉由計算左極限與右極限來判斷函數的極限是否存在。 

9.能使用夾擠定理來計算函數的極限。 

10.能使用羅必達法則來計算函數的極限。 

（二）函數極限的概念圖 

函數極限與計算函數極限的方法之概念圖如圖 1 與圖 2 所示。 

 

圖 1  函數極限的概念圖  
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圖 2  計算函數極限𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙)的方法之概念圖 

四、研究工具 

本研究採用的研究工具為自編的「函數極限測驗卷」，依據學生在「函數極限」主題需達成

的能力指標與概念圖設計試題，並經專家審查後修訂成正式試題。試題總共有 8 題，其中第 1、

2、3、4、7 題為測驗學生對函數極限概念的表現，第 5、6、8 題則測驗學生在計算函數極限的
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表現，其中第 7 題中的 8 個錯誤敘述都是相關文獻所發現學生對函數極限的錯誤認知，用以檢

視國內學生是否亦具有此錯誤認知。由於在下一章報導各題的解題類型時已說明試題，故限於

篇幅不在此詳列試題。測驗類別、能力指標編號與試題編號之對應表如表 1 所示。 

表 1 

測驗類別、能力指標編號與試題編號之對應表 

測驗類別 概念                      計算 

能力指標編號 1     2    3    4         5   6   7   8   9   10 

試題編號 1、7  2    3   4、7       5   5   5   5   6    8 

五、資料分析 

本研究所蒐集到的資料為學生的解題內容，屬質性資料，故採用分析歸納法來分析研究資

料，彙整學生對函數極限的解題類型，並探討學生對函數極限的錯誤認知與解題困境。 

在進行資料分析之前，研究者先依各大題各小題逐題批閱試卷，並隨時記錄閱卷時所觀察

到的解題類型。除了第 7 題計算各小題的答對率之外，對其他各題的解題狀況，研究者設計解

題類型分析表來彙整及分析學生的解題類型。每一小題逐題分析，對有關聯的小題，在分析完

後會互相比對分析結果，例如，第 8 題第 1、3 小題均使用羅必達法則計算函數極限但正確率差

異懸殊，便再分析其差異。列舉第 8 題第 1 小題之部分分析記錄表如圖 3 所示。 

 

圖 3  第 8 題第 1 小題之部分分析記錄表 
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為確保分析結果之可信度，研究者與研究助理分別對每一小題進行解題類型分析，對於分

類結果不同的內容再進行討論直到達成共識。對每一小題的解題類型之分析流程如下： 

（一）研究者與研究助理閱讀學生的解題內容，將解題狀況類似或不易判別的試卷做初步的分

類。 

（二）再反覆檢視學生的解題內容，確認或調整解題內容的分類，並歸納其解題特性，直到確

定各種不同的解題類型及其解題特性為止。 

（三）將每一小題的分析結果記錄成一份解題類型分析表，包括：每一種解題類型的內容及其

解題所使用的概念、學生代號、人數、所占的百分比及相關解題類型的合併人數與所占

的百分比。 

（四）統整每一小題當中學生所採用的各種不同解題類型，分析並記錄學生所出現的錯誤認知

與解題困境。 

（五）再統整、分析學生對函數極限在解決概念理解與程序執行的相關問題過程中所呈現的錯

誤認知與解題困境。 

肆、研究結果與討論 

對於 111 位研究樣本在極限測驗中的表現，將分成「概念」與「計算」兩大類別來說明，每

一類別分別呈現學生在每一測驗題的解題類型及學生在解決此類問題的過程中所產生的錯誤認

知與解題困境。在各小題的解題類型中，以白底標示完全正確，淺灰底標示部分正確，略灰底

標示完全錯誤。 

一、學生在函數極限概念的表現 

以下分別就第 1、2、3、4、7 題關於函數極限的直觀意義、精確定義、證明、性質、極限律

之作答結果來分析受試學生的解題類型，並歸納學生在解決此類問題的過程中所呈現的錯誤認

知與解題困境。 

（一）各題之解題類型 

1.函數極限的直觀意義 

本研究透過學生以文字敘述及觀察函數圖形來判斷函數極限的方式來了解學生對函數極限

的直觀意義之理解。 

（1）用文字敘述「函數極限的直觀意義」 

第 1 題的第(1)小題請學生用文字敘述lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿的直觀意義，受試學生的解題類型如表 2

所示。 
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表 2 

用文字敘述「函數極限𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = 𝑳的直觀意義」之解題類型 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 能描述「當𝑥很靠近𝑎時𝑓(𝑥)會很靠近𝐿」，但幾乎未說明𝑥是「從

兩側」靠近𝑎及「𝑥 ≠ 𝑎」。 

51%(57 111⁄ ) 

2 寫出函數極限的精確定義「∀𝜀 > 0  ∃𝛿 > 0  such that  

if  0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿  then  |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀」或「左極限=右極

限」，誤以為極限的精確定義或性質是極限的直觀意義。 

12%(13 111⁄ ) 

3 表示「當𝑥很靠近𝑎時𝑓(𝑥)的值等於𝐿」，誤以為極限值等於函數

值。 

25%(28 111⁄ ) 

4 內容完全錯誤或空白未作答，對函數極限的直觀意義完全沒有

概念。 

12%(13 111⁄ ) 

（2）從觀察函數圖形理解極限的直觀意義 

第 1 題的第(2)小題我們提供一個函數𝑓的圖形，如圖 4，希望透過具體的實例來檢視學生對

函數極限的直觀意義之理解。 

 

圖 4  第 1 題第(2)小題的函數圖形 

在圖 4 中，函數𝑓在𝑥 = 2沒有定義且不連續，我們引導學生從函數圖形中觀察當𝑥分別從2 

的左邊與右邊充分靠近2時，𝑓(𝑥)的值會非常接近多少？lim
𝑥→2

𝑓(𝑥)是否存在？若存在，極限值為 

何？若不存在，請說明理由。受試學生的解題類型如表 3 所示。 
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表 3 

從觀察函數圖形理解極限的直觀意義之解題類型（一） 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 當𝑥分別從2的左邊與右邊充分靠近2時，𝑓(𝑥)的值會非常接近3， 

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥)存在，且lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 3。正確解題。 

75%(83 111⁄ ) 

2 能理解「當𝑥分別從2的左邊與右邊充分靠近2時𝑓(𝑥)的值會非常

接近3」，但誤以為「因為函數𝑓在𝑥 = 2沒有定義或不連續，所以 

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥)不存在」。 

22%(24 111⁄ ) 

3 使用一些奇怪的錯誤概念來判斷。 4%(4 111⁄ ) 

在圖 4 中，函數𝑓在𝑥 = −2有定義但不連續、左極限與右極限均存在但不相等，我們引導學

生從函數圖形中觀察當𝑥分別從−2的左邊與右邊充分靠近−2時，𝑓(𝑥)的值會非常接近多少？ 

lim
𝑥→−2

𝑓(𝑥)是否存在？若存在，極限值為何？若不存在，請說明理由。受試學生的解題類型如表 

4 所示。 

表 4 

從觀察函數圖形理解極限的直觀意義之解題類型（二） 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 當𝑥從−2的左邊充分靠近−2時𝑓(𝑥)的值會非常接近2，當𝑥從−2的

右邊充分靠近−2時𝑓(𝑥)的值會非常接近4，因為當𝑥分別從−2的左

邊與右邊充分靠近−2時，𝑓(𝑥)的值不會接近相同的值，所以 

lim
𝑥→−2

𝑓(𝑥)不存在。正確解題。 

63%(70 111⁄ ) 

2 能正確找出函數在𝑥 = −2的左極限與右極限，卻誤認為「因為函數 

圖形在𝑥 = −2不連續所以 lim
𝑥→−2

𝑓(𝑥)不存在」。其實函數在不連續的 

點之極限值也可能存在，例如，此函數在𝑥 = 1及𝑥 = 2雖不連續但

其極限值均存在。 

4%(4 111⁄ ) 

3 能正確找出函數在𝑥 = −2的左極限與右極限，卻因為𝑓(−2) = 3即 

認為 lim
𝑥→−2

𝑓(𝑥) = 3，誤將函數值當作極限值。 

10%(11 111⁄ ) 

4 無法從函數圖形觀察出當𝑥分別從−2的左邊與右邊充分靠近−2時

函數值𝑓(𝑥)會非常接近多少。 

23%(26 111⁄ ) 
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2.函數極限的精確定義 

第 2 題的第(1)小題有 4 項關於函數極限精確定義的敘述，請學生逐一判斷每項敘述是否正

確，有 50%（55/111）的學生完全判斷正確。有 33%（37/111）的學生未注意到|𝑥 − 𝑎|必須＞0，

此結果與第 1 題第(1)小題描述極限的直觀意義時未說明「𝑥 ≠ 𝑎」的結果呼應。 

第 2 題的第(2)小題以一個基礎的實例來檢視學生對函數極限的精確定義之理解，希望學生 

能從極限的精確定義中找出ε與δ的關係，在已知lim
𝑥→3

(2𝑥 − 5) = 1的條件下，請學生依照ε與δ的 

極限精確定義，在各給定的ε值之下計算並選取可行的δ值，受試學生的解題類型如表 5 所示。 

表 5 

在給定的𝛆值之下計算並選取可行的𝛅值之解題類型 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 能正確由|(2𝑥 − 5) − 1| < 𝜀 ⟹ 2|𝑥 − 3| < 𝜀 ⟹ |𝑥 − 3| <
𝜀

2
，而推 

出可以選取𝛿 =
𝜀

2
，進而正確選取各項的𝛿值。 

58%(64 111⁄ ) 

2 能由|(2𝑥 − 5) − 1| < 𝜀推導到|𝑥 − 3| <
𝜀

2
，卻無法正確選取𝛿，而 

取成𝛿 =
3

2
𝜀或𝛿 = 2𝜀。 

7%(8 111⁄ ) 

3 完全不了解函數極限的精確定義及𝜀與𝛿在定義中的意義，而試圖

使用一些錯誤的方法來解題。 

17%(19 111⁄ ) 

4 完全空白無法作答。 18%(20 111⁄ ) 

由以上的分析結果顯示，仍有超過 4 成的學生無法正確選取可行的δ值，甚至其中有 35%

的學生完全不了解函數極限的精確定義及𝜀與𝛿在定義中的意義，有 12 位學生即使在第(1)小題

已經完全正確判斷函數極限的精確定義，卻仍然不能理解其意義。 

3.函數極限的證明 

第 3 題的目的是為了檢視學生是否能理解「在實例中極限的精確定義」，請學生利用𝜀與𝛿的 

定義證明lim
𝑥→3

(2𝑥 − 5) = 1，希望學生能經由分析|(2𝑥 − 5) − 1| < 𝜀而找出適當的𝛿值，例如，取

𝛿 =
𝜀

2
，再利用極限的精確定義證明lim

𝑥→3
(2𝑥 − 5) = 1，受試學生的解題類型如表 6 所示。 
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表 6 

證明函數極限𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑

(𝟐𝒙 − 𝟓) = 𝟏之解題類型 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 能經由分析|(2𝑥 − 5) − 1| = |2𝑥 − 6| = 2|𝑥 − 3| < 𝜀 

⟹ |𝑥 − 3| <
𝜀

2
，而取𝛿 =

𝜀

2
， 

再正確使用函數極限的精確定義證明lim
𝑥→3

(2𝑥 − 5) = 1。 

34%(38 111⁄ ) 

2 未經由分析|(2𝑥 − 5) − 1| < 𝜀，而在證明的過程中直接取 

𝛿 =
𝜀

2
，再利用函數極限的精確定義證明lim

𝑥→3
(2𝑥 − 5) = 1。 

4%(4 111⁄ ) 

3 只能經由分析|(2𝑥 − 5) − 1| = |2𝑥 − 6| = 2|𝑥 − 3| < 𝜀 

⟹ |𝑥 − 3| <
𝜀

2
，而正確選取𝛿 =

𝜀

2
， 

但無法使用函數極限的精確定義證明lim
𝑥→3

(2𝑥 − 5) = 1。 

20%(22 111⁄ ) 

4 只能寫出此極限的精確定義，無法找出合適的𝛿值。 6%(7 111⁄ ) 

5 不清楚函數極限的精確定義，無法找𝛿的值。 14%(16 111⁄ ) 

6 完全空白無法作答。 22%(24 111⁄ ) 

雖然此極限的證明是最簡單的基本題型，尚未使用到進一步的技巧，但 6 成以上的受試學

生完全無法利用函數極限的精確定義來證明此線型函數的極限。 

4.函數極限的性質 

第 7 題是 10 小題是非題，請學生判斷每個敘述是否正確，若學生將錯誤的概念判斷成正

確，則表示學生認同此錯誤認知，受試學生呈現的錯誤認知與所占的百分比彙整如表 7 所示，

結果顯示仍有高比例的應用數學系學生仍無法釐清函數極限的直觀意義與極限值、函數值、連

續之間的關係。 

表 7 

學生對極限的相關性質之錯誤認知及其百分比 

錯誤認知 百分比 

(1)極限是「描述當𝑥移向某個特定點時函數移動的動態過程」。 71% 

(2)極限是一個精確的近似值。 68% 

(3)極限是函數的一個邊界點。 46% 

(4)若函數在某個點的極限存在，則此極限就會等於函數在該點的函數值。 38% 

(5)極限是一個函數無法達到的值或點。 31% 

(6)若函數在某個點的極限存在，則函數在該點連續。 31% 

(7)函數在未定義的點之極限不存在。 27% 

(8)函數在每個有定義的點之極限一定會存在。 20% 
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5.對使用極限律計算函數極限的理解 

大多數學生通常能使用極限律來計算函數極限，但對使用極限律的前提卻未必理解。第 4

題試題的目的在檢視學生是否能理解「使用積的極限律計算極限的前提必須是兩個函數各自的

極限都存在，而且 0 與一個不存在的極限相乘未必會等於 0」及「使用商的極限律計算極限的

前提必須是兩個函數各自的極限都存在且分母的極限值不等於 0」。 

（1）判斷「 lim
𝑥→0

(𝑥4 cos
𝜋

𝑥
) = (lim

𝑥→0
𝑥4) ∙ (lim

𝑥→0
cos

𝜋

𝑥
) = 0 ∙ (lim

𝑥→0
cos

𝜋

𝑥
) = 0」的錯誤 

75%(83 111⁄ )的學生認為「lim
𝑥→0

(𝑥4 cos
𝜋

𝑥
) = (lim

𝑥→0
𝑥4) ∙ (lim

𝑥→0
cos

𝜋

𝑥
)」並沒有錯，7%(8 111⁄ ) 

的學生覺得看起來有錯，但所回答的原因並不正確，只有 18%（20/111）的學生能表示「因為 

lim
𝑥→0

cos
𝜋

𝑥
不存在，所以不可以使用極限律。」，顯示這些學生能理解「使用積的極限律計算極 

限的前提」。 

80%(89 111⁄ )的學生認為「 0 ∙ (lim
𝑥→0

cos
𝜋

𝑥
) = 0」並沒有錯， 5%(5 111⁄ )的學生覺得 

看起來有錯，但所回答的原因並不正確，只有15%(17 111⁄ )的學生能表示「因為lim
𝑥→0

cos
𝜋

𝑥
不存在， 

所以0 ∙ (lim
𝑥→0

cos
𝜋

𝑥
)＝0 不正確。」，顯示這些學生能理解「0與一個不存在的極限相乘未必會等 

於0。 

竟然沒有任何一位受試學生同時了解這兩項錯誤。 

（2）判斷「 lim
𝑥→0

3𝑥

sin 𝑥
=

lim
𝑥→0

3𝑥

lim
𝑥→0

sin 𝑥
=

0

lim
𝑥→0

sin 𝑥
= 0」的錯誤 

62%(69 111⁄ )的學生認為「lim
𝑥→0

3𝑥

sin 𝑥
=

lim
𝑥→0

3𝑥

lim
𝑥→0

sin 𝑥
」並沒有錯，28%(31 111⁄ )的學生覺得看起來 

有錯，但所回答的原因並不正確，其中有 22 位學生只利用lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1的性質正確計算出極限值 

應該是3，但並不清楚「lim
𝑥→0

3𝑥

sin 𝑥
=

lim
𝑥→0

3𝑥

lim
𝑥→0

sin 𝑥
」錯誤的原因，只有10%(11 111⁄ )的學生能表示「因 

為lim
𝑥→0

sin 𝑥 = 0，所以不可以使用極限律。」，顯示這些學生能理解「使用商的極限律計算極限的 

前提」。 

68%(76 111⁄ )的學生認為「
0

lim
𝑥→0

sin 𝑥
= 0」並沒有錯，11%(12 111⁄ )的學生覺得看起來有錯， 

但所回答的原因並不正確，其中有 5 位學生只利用lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1的性質正確計算出極限值應該是 

3 不是 0，但並不清楚「
0

lim
𝑥→0

sin 𝑥
= 0」錯誤的原因，只有21%(23 111⁄ )的學生能表示「lim

𝑥→0
sin 𝑥 = 

0，但是分母不可以為 0。」。 

（二）對函數極限概念的錯誤認知 

由以上各試題作答的分析結果顯示，受試學生對函數極限概念存在下列的錯誤認知。 
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1.有 71%的學生認為「極限是描述當𝑥移向某個特定點時函數移動的動態過程」，把極限看成是

動態的過程，而不是一個靜態的物件；有 68%的學生認為「極限是一個精確的近似值」；有 46%

的學生認為「極限是函數的一個邊界點」；有 31%的學生認為「極限是一個函數無法達到的值

或點」。這些對極限認知的錯誤與 Denbel（2014）、Güçler（2013）、Keene 等人（2014）、Odafe

（2012）、Szydlik（2000）的研究結果雷同。 

2.有一半的學生在描述函數極限的直觀意義時只敘述當𝑥靠近𝑎，但未說明「𝑥 ≠ 𝑎」，且有 33%

的學生在函數極限的精確定義中未注意到|𝑥 − 𝑎|必須＞0，顯示許多學生不太了解「當我們在 

考慮lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)時並不考慮函數𝑓在𝑥 = 𝑎時函數值𝑓(𝑥)的行為表現」，因而對極限值與函數值的 

關係產生混淆。此結果較少在文獻中發現。 

3.在描述函數極限的直觀意義時有 25%的學生認為極限值等於函數值；也有 10%的學生縱使已

經能由圖 4 的函數圖形觀察出函數在𝑥 = −2的左極限與右極限，卻還是將函數值當作極限值；

有 38%的學生認為「若函數在某個點的極限存在則此極限就會等於函數在該點的函數值」。本

研究的受試學生認為「函數在某個點的極限一定會等於函數在該點的函數值」之錯誤認知與

Denbel（2014）、Güçler（2013）、Odafe（2012）的研究結果雷同。 

4.有 20%的學生認為「函數在每個有定義的點之極限一定會存在」；有22%的學生認為函數在沒

有定義或不連續的點之極限不存在；而有 27%的學生認為「函數在未定義的點之極限不存在」。

此錯誤認知與 Denbel（2014）、Güçler（2013）、Odafe（2012）的研究結果雷同。 

5.有 31%的學生認為「若函數在某個點的極限存在則函數在該點連續」。此錯誤認知與 Denbel

（2014）的研究結果雷同。 

6.有 8 成以上的受試學生在使用積的極限律計算極限時，未能理解其使用前提；有 9 成的受試

學生在使用商的極限律計算極限時，未能理解其使用前提。此結果與華德林與邱進凌（2009）

之研究發現「學生在使用極限律計算極限時常忽視極限運算的法則」類似。 

（三）在函數極限概念的解題困境 

1.有一半的學生無法用文字正確描述函數極限的直觀意義。 

2.有 23%的學生無法從函數圖形中觀察出當𝑥分別從−2的左邊與右邊充分靠近−2時，𝑓(𝑥)的值

會非常接近多少。 

3.有一半的學生無法正確判斷函數極限的精確定義之敘述，甚至有 35%的學生完全不了解函數

極限的精確定義及𝜀與𝛿在定義中的意義，無法對所給定的𝜀值求出適當的𝛿值；有 6 成以上的

學生完全無法利用函數極限的精確定義來證明線型函數的極限。此結果與 Fernández（2004）、

Tall（1992）的部分研究結果雷同。 
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二、學生在計算函數極限的表現 

以下分別就第 5、6、8 題計算函數極限的作答結果來分析受試學生的解題類型，並歸納學

生在解決此類問題的過程中所呈現的錯誤認知與解題困境。 

（一）各題之解題類型 

1.使用極限律計算函數的極限 

第 5 題第(1)小題是請學生判斷極限lim
𝑥→2

√
2𝑥2+5𝑥+7

3𝑥−2
是否存在，若存在，請計算其極限值，若 

不存在，請說明理由。試題的主要目的是要檢視學生是否能使用極限律來計算極限，由於試題

較簡單，93%(103 111⁄ )的學生均能正確解題，但其中只有 5 位學生是依照極限律逐步來解題，

另外的 98 位學生都是採用直接代入性質，逐項將𝑥代入2，計算出正確答案，但其中 10 位學生 

已經將𝑥代入2之後，仍然保留極限的運算符號，即lim
𝑥→2

√
2𝑥2+5𝑥+7

3𝑥−2
= lim

𝑥→2
√

8+10+7

6−2
，甚至有 2 位學 

生竟然寫成√
8+10+7

6−2
= ±

5

2
。另外6%(7 111⁄ )的學生雖然了解計算的方法，但是計算錯誤，如 

lim
𝑥→2

(3𝑥 − 2) = 2或忘記開平方根。更特別的是，學生 S341 竟然使用商的微分公式與連鎖律來計 

算此極限。 

2.使用直接代入性質計算函數的極限 

第 5 題第(2)小題是請學生判斷極限lim
𝑥→5

𝑥2−4𝑥−5

𝑥−1
是否存在，若存在，請計算其極限值，若不 

存在，請說明理由。試題的主要目的是要檢視學生是否能使用直接代入性質來計算函數的極限， 

即lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)，由於試題較簡單，95%(105 111⁄ )的學生均能正確使用直接代入性質來解題， 

由於此函數的分子部分恰可因式分解，故其中有38%(42 111⁄ )的學生先將分子因式分解後再使

用直接代入性質來解題，能正確解題的學生中有 5 人在將𝑥代入5之後仍保留極限的運算符號，

而有 3 人在因式分解過程中遺漏了極限的運算符號，另外有3%(3 111⁄ )的學生由於因式分解錯

誤而導致結果錯誤，學生 S341 還是如同第(1)小題，使用商的微分公式來計算此極限。 

3.將原函數化簡、因式分解、約分再使用直接代入性質來計算函數的極限 

第 5 題第(3)小題是請學生判斷極限lim
ℎ→0

(3−ℎ)2−9

ℎ
是否存在，若存在，請計算其極限值，若不 

存在，請說明理由。試題的主要目的是要檢視學生是否能將原函數𝑓(𝑥)化簡、因式分解、約分成 

𝑔(𝑥)，再使用直接代入性質來計算極限，即lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑎)，其中𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥), ∀𝑥 ≠ 

𝑎。受試學生的解題類型如表 8 所示。 
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表 8 

透過化簡、因式分解、約分計算極限𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

(𝟑−𝒉)𝟐−𝟗

𝒉
之解題類型 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 在計算極限過程中將原函數展開並化簡、因式分解、約分，再使用

直接代入性質正確計算出極限值。 

68%(75 111⁄ ) 

2 在計算極限過程中將原函數因式分解，再化簡、約分，再使用直接

代入性質正確計算出極限。 

23%(26 111⁄ ) 

3 使用羅必達法則正確解題。 3%(3 111⁄ ) 

4 知道解題的方法，但化簡函數的計算過程中錯誤而導致結果錯誤。

例如，約分錯誤或平方項展開錯誤。 

3%(3 111⁄ ) 

5 完全不知道如何解題。 4%(4 111⁄ ) 

由以上之分析結果顯示，由於試題較簡單，總共有94%(104 111⁄ )的學生能正確解題，但其

中有 18 位學生在化簡函數的計算過程中遺漏了極限的運算符號， 

即 lim
ℎ→0

(3−ℎ)2−9

ℎ
=

(3−ℎ−3)(3−ℎ+3)

ℎ
=

−ℎ(6−ℎ)

ℎ
= −6 + ℎ = −6。 

4.將原函數有理化根式、因式分解、約分再使用直接代入性質來計算函數的極限 

第 5 題第(4)小題是請學生判斷極限lim
𝑥→2

√𝑥2+5−3

𝑥−2
是否存在，若存在，請計算其極限值，若不 

存在，請說明理由。試題的主要目的是要檢視學生是否能察覺原函數無法使用直接代入性質來

計算極限，且函數內含有根式，進而能將原函數有理化根式、因式分解、約分，再使用直接代入

性質來計算極限。受試學生的解題類型如表 9 所示。 

5.藉由計算左極限與右極限來判斷函數極限是否存在 

第 5 題第(5)小題是請學生判斷極限lim
𝑥→3

|𝑥−3|

𝑥−3
是否存在，若存在，請計算其極限值，若不存在， 

請說明理由。試題的主要目的是要檢視學生是否能藉由計算左極限與右極限來解決絕對值的極

限問題並判斷極限是否存在。受試學生的解題類型如表 10 所示。 
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表 9 

透過有理化根式計算函數極限𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

√𝒙𝟐+𝟓−𝟑

𝒙−𝟐
之解題類型 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 能將原函數有理化根式、因式分解、約分，再使用直接代入性質正

確計算出極限值，但其中有 11 人在化簡函數的計算過程中遺漏了極

限的運算符號。 

52%(58 111⁄ ) 

2 知道要將原函數有理化根式，但在有理化根式的化簡過程計算錯誤， 

例如，lim
𝑥→2

√𝑥2+5−3

𝑥−2
∙

√𝑥2+5+3

√𝑥2+5+3
= lim

𝑥→2

𝑥+2

(𝑥−2)(√𝑥2+5+3)
。 

6%(7 111⁄ ) 

3 使用各種錯誤的概念來解題，例如，有 10 位學生認為左極限與右極

限不相等，卻不會算左極限與右極限， 

只寫 lim
𝑥→2+

√𝑥2+5−3

𝑥−2
≠ lim

𝑥→2−

√𝑥2+5−3

𝑥−2
，故極限不存在；也有 

6 位學生誤用商的極限律，寫成lim
𝑥→2

√𝑥2+5−3

𝑥−2
=

lim
𝑥→2

√𝑥2+5−3

lim
𝑥→2

(𝑥−2)
=

0

0
= 0。 

21%(23 111⁄ ) 

4 完全空白無法作答。 21%(23 111⁄ ) 

表 10 

透過計算左極限與右極限來判斷函數極限𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑

|𝒙−𝟑|

𝒙−𝟑
之解題類型 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 能分別正確計算左極限與右極限，由左極限與右極限不相等而判斷

此極限值不存在，但其中大部分學生計算左極限與右極限的過程太 

過簡略，例如， lim
𝑥→3−

|𝑥−3|

𝑥−3
= −1 and lim

𝑥→3+

|𝑥−3|

𝑥−3
= 1 

∵ lim
𝑥→3−

|𝑥−3|

𝑥−3
= −1 ≠ 1 = lim

𝑥→3+

|𝑥−3|

𝑥−3
 

∴lim
𝑥→3

|𝑥−3|

𝑥−3
 does not exist 

70%(78 111⁄ ) 

2 知道要分別計算左極限與右極限，由左極限與右極限不相等來判斷

此極限值不存在，但無法正確計算左極限與右極限。 

8%(9 111⁄ ) 

3 不知道要分別計算左極限與右極限，再由左極限與右極限不相等來

判斷此極限值不存在，使用錯誤的方法去掉絕對值而得出|𝑥 − 3| =

𝑥 − 3或|𝑥 − 3| = −(𝑥 − 3)，致使答案錯誤，甚至再將𝑥用 3 代入 

得出
0

0
= 0。 

12%(13 111⁄ ) 

4 認為將𝑥用 3 代入後分母為 0 或函數含有絕對值，故極限不存在。 5%(6 111⁄ ) 

5 完全空白無法作答。 5%(6 111⁄ ) 
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6.使用夾擠定理來計算函數的極限 

第 6 題是請學生判斷極限lim
𝑥→0

𝑥2 [1 + 3 sin2 (
2𝜋

𝑥
)]是否存在，若存在，請計算其極限值；若不 

存在，請說明理由。試題的主要目的是要檢視學生是否能察覺此函數具有週期性且有界並使用 

夾擠定理來計算極限，為了提示學生1 + 3 sin2 (
2𝜋

𝑥
) , ∀𝑥 ≠ 0是一個有界函數，故設計第(1)小題， 

請學生在已知−1 ≤ sin (
2𝜋

𝑥
) ≤ 1 , ∀𝑥 ≠ 0的條件下證明1 ≤ 1 + 3 sin2 (

2𝜋

𝑥
) ≤ 4, ∀𝑥 ≠ 0，第(2)小 

題再請學生計算lim
𝑥→0

𝑥2 [1 + 3 sin2 (
2𝜋

𝑥
)]之值。 

（1）已知−1 ≤ sin (
2𝜋

𝑥
) ≤ 1 , ∀𝑥 ≠ 0 證明 1 ≤ 1 + 3 sin2 (

2𝜋

𝑥
) ≤ 4, ∀𝑥 ≠ 0 

受試學生對此小題的解題類型如表 11 所示。 

表 11 

證明𝟏 ≤ 𝟏 + 𝟑 𝐬𝐢𝐧𝟐 (
𝟐𝝅

𝒙
) ≤ 𝟒, ∀𝒙 ≠ 𝟎之解題類型 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 能正確使用不等式的運算性質，由−1 ≤ sin
2π

𝑥
≤ 1, ∀𝑥 ≠ 0 

得出0 ≤ sin2 (
2𝜋

𝑥
) ≤ 1, ∀𝑥 ≠ 0， 

進而證明出1 ≤ 1 + 3 sin2 (
2𝜋

𝑥
) ≤ 4, ∀𝑥 ≠ 0的結果。 

48%(53 111⁄ ) 

2 雖然能正確使用不等式的運算性質，卻由欲證明之結果 

1 ≤ 1 + 3 sin2 (
2𝜋

𝑥
) ≤ 4, ∀𝑥 ≠ 0倒回去證明已知條件 

−1 ≤ sin (
2𝜋

𝑥
) ≤ 1, ∀𝑥 ≠ 0或0 ≤ sin2 (

2𝜋

𝑥
) ≤ 1, ∀𝑥 ≠ 0。 

14%(16 111⁄ ) 

3 由於sin (
2𝜋

𝑥
)的上下界介於正負數之間， 

而無法由sin (
2𝜋

𝑥
) 的上下界正確推出sin2 (

2𝜋

𝑥
)的上下界， 

得出−1 ≤ sin2 (
2𝜋

𝑥
) ≤ 1、1 ≤ sin2 (

2𝜋

𝑥
) ≤ 1 之錯誤結果。 

13%(14 111⁄ ) 

4 完全空白無法作答。 25%(28 111⁄ ) 

（2）使用夾擠定理來計算函數的極限 

受試學生判斷或計算lim
𝑥→0

𝑥2 [1 + 3 sin2 (
2𝜋

𝑥
)]的解題類型如表 12 所示。 
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表 12 

使用夾擠定理來計算函數極限𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒙𝟐 [𝟏 + 𝟑 𝐬𝐢𝐧𝟐 (
𝟐𝝅

𝒙
)]之解題類型 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 能在已知1 ≤ 1 + 3 sin2 (
2𝜋

𝑥
) ≤ 4, ∀𝑥 ≠ 0的條件下， 

使用夾擠定理正確計算極限lim
𝑥→0

𝑥2 [1 + 3 sin2 (
2𝜋

𝑥
)]之值。 

16%(18 111⁄ ) 

2 誤用極限律，且誤以為「0乘以任何極限都是0」， 

無視於此極限是否存在， 

寫成lim
𝑥→0

𝑥2 [1 + 3 sin2 (
2𝜋

𝑥
)] = lim

𝑥→0
𝑥2 ⋅ lim

𝑥→0
[1 + 3 sin2 (

2𝜋

𝑥
)] 

= 0 ⋅ lim
𝑥→0

[1 + 3 sin2 (
2𝜋

𝑥
)] = 0。 

23%(26 111⁄ ) 

3 誤以為「lim
𝑥→0

sin2 (
2𝜋

𝑥
)不存在則lim

𝑥→0
𝑥2 [1 + 3 sin2 (

2𝜋

𝑥
)]就不存在」。 12%(13 111⁄ ) 

4 利用左極限與右極限是否相等來判斷此極限是否存在，卻未能算出

左極限與右極限。 

3%(3 111⁄ ) 

5 雖能使用夾擠定理來解題，但無視於第(1)小題的提示， 

因推出sin2 (
2𝜋

𝑥
)錯誤的上下界，例如：−1 ≤ sin2 (

2𝜋

𝑥
) ≤ 1、 

1 ≤ lim
𝑥→0

sin2 (
2𝜋

𝑥
) ≤ 1，而導致其結果錯誤。 

3%(3 111⁄ ) 

6 完全空白無法作答。 43%(48 111⁄ ) 

7.利用羅必達法則來計算函數極限 

第 8 題的目的在檢視學生是否能正確判斷所求的極限為不確定型式（即函數的分子與分母

之極限同時為 0 或同時為±∞）並能正確使用羅必達法則來計算極限，因此設計 3 個小題來測 

驗，第(1)小題與自然對數有關且為
∞

∞
之不確定型式，第(3)小題與自然指數有關且為

0

0
之不確定型 

式，第(2)小題並非不確定型式，檢視學生是否未經判斷就濫用羅必達法則來計算極限，學生在

各小題的解題類型分別說明如下。 

（1）判斷或計算 lim
𝑥→∞

ln 𝑥

√𝑥
 

第(1)小題請學生判斷極限 lim
𝑥→∞

ln 𝑥

√𝑥
是否存在，若存在，請計算其極限值；若不存在，請說明 

理由。此小題為
∞

∞
之不確定型式，可以使用羅必達法則計算極限值，受試學生對此小題的解題類 

型如表 13 所示。 

（2）判斷或計算lim
𝑥→0

𝑒𝑥−2𝑥+3

𝑥2  

第(2)小題請學生判斷極限lim
𝑥→0

𝑒𝑥−2𝑥+3

𝑥2 是否存在，若存在，請計算其極限值；若不存在，請說 

明理由。此小題的目的是要檢視學生是否能理解使用羅必達法則來計算極限的前提，因為此函
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數的分母之極限為 0 但分子之極限為 4，並未符合其使用前提。受試學生對此小題的解題類型

如表 14 所示。 

（3）判斷或計算lim
𝑥→0

𝑒3𝑥−3𝑥−1

𝑥2  

第(3)小題請學生判斷極限lim
𝑥→0

𝑒3𝑥−3𝑥−1

𝑥2 是否存在，若存在，請計算其極限值；若不存在，請 

說明理由。此小題為
0

0
之不確定型式，可重複使用兩次羅必達法則來計算極限值，受試學生對此 

小題的解題類型如表 15 所示。 

表 13 

判斷或計算𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝐥𝐧 𝒙

√𝒙
之解題類型 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 48 人能正確判斷此極限為不確定型式，並能正確使用羅必達法則

計算出極限值，其中有 18 人未化簡微分後的分式，而再使用一次 

羅必達法則來計算極限 lim
𝑥→∞

2√𝑥

𝑥
，其中有 3 位學生在計算過程中遺 

漏了極限的運算符號。 

43%(48 111⁄ ) 

2 能正確判斷此極限為不確定型式且能正確使用羅必達法則來計算 

極限，8 人寫到 lim
𝑥→∞

ln 𝑥

√𝑥

𝐻
=

(
∞

∞
)

lim
𝑥→∞

1

𝑥
1

2√𝑥

= lim
𝑥→∞

2√𝑥

𝑥
就不會再化簡而直接 

寫出正確或錯誤的答案，22 人寫到 lim
𝑥→∞

1

𝑥
1

2√𝑥

就不會整理分式或分式 

整理錯誤。 

27%(30 111⁄ ) 

3 能正確判斷此極限為不確定型式，並能正確使用羅必達法則來計

算極限，但微分運算錯誤， 

例如，
𝑑

𝑑𝑥
(

1

ln 𝑥
) =

1
𝑑

𝑑𝑥
ln 𝑥
、

𝑑

𝑑𝑥
√𝑥 = √𝑥

1

2，導致結果錯誤。 

4%(4 111⁄ ) 

4 能正確判斷此極限為不確定型式且可以使用羅必達法則，但使用

方法不正確，例如，將整個分式微分，或將分子與分母各自微分後

相乘。 

3%(3 111⁄ ) 

5 未能判斷此極限為不確定型式，也不知道可以使用羅必達法則來

計算極限，試圖使用一些奇怪的錯誤方法來解題，例如：變數變換

成更複雜的不確定型式0 ∙ ∞、有理化根式、誤以為「當分子小於分

母時分式的極限為0」、畫圖判斷但是圖畫錯。 

5%(6 111⁄ ) 

6 完全空白無法作答。 18%(20 111⁄ ) 
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表 14 

判斷或計算𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒆𝒙−𝟐𝒙+𝟑

𝒙𝟐 之解題類型 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 能正確判斷分子的極限為 4 且分母的極限為 0，並正確判斷此極

限不存在，並未濫用羅必達法則來計算極限。 

44%(49 111⁄ ) 

2 能正確判斷分子的極限為 4 且分母的極限為 0，並未濫用羅必達

法則來計算極限，但未能正確表示此極限之結果為∞不存在， 

例如，lim
𝑥→0

𝑒𝑥−2𝑥+3

𝑥2 =
4

0
。 

6%(7 111⁄ ) 

3 未判斷此極限是否為不確定形式，即濫用羅必達法則來計算極限，

例如，lim
𝑥→0

𝑒𝑥−2𝑥+3

𝑥2 = lim
𝑥→0

𝑒𝑥−2

2𝑥
= lim

𝑥→0

𝑒𝑥

2
=

1

2
。 

13%(14 111⁄ ) 

4 使用一些錯誤的概念來判斷此極限不存在，例如， 

分子的極限≠分母的極限、左極限≠右極限、極限值≠函數值、只

判斷分母的極限為 0 但未判斷分子的極限值等。 

13%(14 111⁄ ) 

5 完全空白無法作答。 24%(27 111⁄ ) 

表 15 

判斷或計算𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒆𝟑𝒙−𝟑𝒙−𝟏

𝒙𝟐 之解題類型 

類

別 解題內容與說明 

百分比 

（人數／總人數） 

1 能正確判斷此極限為不確定型式，並能正確重複使用羅必達法則 

來計算極限，求得正確的極限為
9

2
。 

68%(76 111⁄ ) 

2 能正確判斷此極限為不確定型式，並能正確使用一次羅必達法則

來計算極限，不了解可以再重覆使用一次羅必達法則來計算極限，

接著就直接將𝑥帶入 0，認為極限為 0 或不存在。 

6%(7 111⁄ ) 

3 能正確判斷此極限為不確定型式，並能使用羅必達法則來計算極

限，但微分運算錯誤，例如，誤用冪函數的微分公式來做自然指

數函數的微分運算、微分時忘記使用連鎖律，或是最後將𝑥帶入 0

時計算錯誤，導致結果錯誤。 

9%(10 111⁄ ) 

4 完全空白無法作答。 16%(18 111⁄ ) 

綜觀第(1)與(3)小題的分析結果顯示，大約有 7 成的學生能使用羅必達法則來計算不確定型

式的極限問題，但其中有將近 3 成的學生在計算極限的過程中遇到繁分式或含有根式的分式時

便無法正確地整理化簡。 
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（二）對計算函數極限的錯誤認知 

1.有 23%的學生只看到其中一個函數的極限為 0 便濫用積的極限律計算極限，認為 0 乘以任何

極限都是 0，並不管另一個函數的極限是否存在；有 13%的學生在計算分式函數的極限時，會 

濫用羅必達法則來計算極限，而不管該題目是否為
0

0
或

∞

∞
之不確定型式。可見不少學生在使用 

極限計算法則時並未注意使用的前提。此結果與華德林與邱進凌（2009）之研究發現「學生在

使用極限律計算極限時常忽視極限運算的法則」類似。 

2.在計算極限的過程中，部分學生在代入各項的極限值後，卻仍然保留極限的運算符號；而另一

部分學生則在化簡函數的過程中即遺漏了極限的運算符號。由此可見，部分學生未能充分理解

極限的運算符號之意義及區別「函數取極限」與運算後的「極限值」之差異，此結果較少在文

獻中發現。 

（三）在計算函數極限的困境 

1.在計算含有根式的函數之極限時，有 4 成的受試學生完全不了解必須有理化根式而無法解題，

有少數學生雖然知道要有理化根式，卻容易在有理化根式的運算過程計算錯誤。 

2.在計算含有絕對值的函數之極限時，有 22%的學生完全不了解為了去掉絕對值必須先分別考

慮左極限與右極限，而無法解題，其中 12%的學生未考慮當𝑥 → 3時𝑥可能大於3也可能小於3，

而去掉絕對值得出|𝑥 − 3| = 𝑥 − 3或|𝑥 − 3| = −(𝑥 − 3)的錯誤結果。 

3 .有一半的受試學生未能正確使用不等式的運算性質，由−1 ≤ sin
2π

𝑥
≤ 1, ∀𝑥 ≠ 0得出 

0 ≤ sin2 (
2𝜋

𝑥
) ≤ 1, ∀𝑥 ≠ 0，進而證明出1 ≤ 1 + 3 sin2 (

2𝜋

𝑥
) ≤ 4, ∀𝑥 ≠ 0的結果，其中甚至有許 

多學生無法由「−1 ≤ sin
2π

𝑥
≤ 1, ∀𝑥 ≠ 0」正確推出「0 ≤ sin2 (

2𝜋

𝑥
) ≤ 1, ∀𝑥 ≠ 0」，有人直接將 

不等式的每一項都取平方，忘記負數取平方後會大於或等於 0，也有人試圖使用一些方法，但 

仍然無法找出sin2 (
2𝜋

𝑥
)的範圍；值得關注的是，竟然有 25%的學生完全空白無法作答。 

4. 8 成以上的學生遇到lim
𝑥→0

sin2 (
2𝜋

𝑥
)不存在但1 + 3 sin2 (

2𝜋

𝑥
) , ∀𝑥 ≠ 0是有界函數時，縱使已經提 

示1 ≤ 1 + 3 sin2 (
2𝜋

𝑥
) ≤ 4, ∀𝑥 ≠ 0，仍然無法察覺到此函數具有「有界函數」的特性而未了解 

可以使用夾擠定理來計算極限lim
𝑥→0

𝑥2 [1 + 3 sin2 (
2𝜋

𝑥
)]，甚至幾乎一半的學生對於計算此極限完 

全沒有任何想法或概念。 

5.有27%(30 111⁄ )的學生在計算極限的過程中遇到繁分式
1

𝑥
1

2√𝑥

或含有根式的分式
2√𝑥

𝑥
時無法正確 

地整理化簡。 

6.有將近 3 成的受試學生無法正確使用羅必達法則來計算不確定型式的極限。 

7.有50%(55 111⁄ )的受試學生無法先分別判斷分子與分母的極限再正確判斷極限lim
𝑥→0

𝑒𝑥−2𝑥+3

𝑥2 為 

∞不存在。 
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8.有少數學生會誤用冪函數的微分公式來做自然指數函數的微分運算、微分時忘記使用連鎖律，

此結果與劉湘川等人（2010）、Muzangwa 與 Chifamba（2012）的研究結果雷同。 

三、研究結果在教學上的應用 

本研究依據學生在「函數極限」應達成的能力指標設計試題，詳細分析受試學生的解題類

型，再歸納出學生在函數極限概念與計算函數極限的錯誤認知與解題困境，其中部分錯誤認知

與相關文獻雷同，但許多解題困境則較少在文獻中發現。應用數學系的學生對函數極限存在許

多錯誤認知與解題困境，其他非數學相關學系的學生可能也存在類似的問題，因此，建議微積

分教師可以參酌本研究的調查分析結果設計教材、教學活動與習題演練，應用在實務教學上，

以改善學習成效，具體做法建議如下。 

（一）了解學生的錯誤認知與解題困境 

參酌本研究的解題類型分析結果、錯誤認知與解題困境，了解學生在解決函數極限的概念

理解與程序執行之相關問題過程中所呈現的錯誤認知與解題困境。 

（二）課堂上加強釐清錯誤認知並統整相關概念 

由於學生在學習過程中缺乏對概念進行統整，使得片段的概念容易產生錯誤認知，教師可

以在課堂上加強講解本研究所發現的錯誤認知，並藉由提問與討論的方式，引導學生思考判斷

這些容易產生錯誤的概念，幫助學生釐清及統整函數極限的各項概念。例如：詢問學生「若函

數在𝑎點沒有定義則此函數在𝑎點的極限存不存在？」，教師視學生的回答狀況再舉出存在與不存

在的例子來佐證，讓學生理解「若函數在𝑎點沒有定義則此函數在𝑎點的極限可能存在也可能不

存在」及「函數在𝑎點的極限存不存在與此函數在𝑎點有沒有定義無關」。在教完函數極限的基本

概念後，教師可以提供如本文圖 1 的概念圖給學生參閱，幫助學生釐清及統整函數極限的基本

概念。 

（三）課堂上多引導計算函數極限的思考並統整計算方法 

本研究結果顯示，當函數含有根式、絕對值或有界的週期函數時，許多學生對計算函數的

極限有困難，甚至完全沒有解題的想法。學生雖學過各種計算函數極限的方法，卻因為缺乏對

計算方法的統整，而未能熟悉每一種計算方法的使用條件，致使看到題目時不容易想到計算的

方法。教師在課堂講解例題時，可以多引導學生解題的思考，統整各種計算函數極限的方法。

尤其在講解計算含有根式、絕對值或有界週期的函數極限例題前先詢問學生前面學過哪些計算

極限的方法？引導學生觀察函數的特性，判斷可不可以使用以前學過的方法？會有什麼問題？ 

如何解決？例如：計算lim
𝑥→2

√𝑥2+5−3

𝑥−2
時，詢問學生：此題可不可以使用直接代入性質？為什麼？什 
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麼條件下才可使用直接代入性質？怎麼辦？函數有何特色？如何有理化根式？在教完各種計算

函數極限的方法後，教師可以提供如本文圖 2 的概念圖給學生參閱，幫助學生統整各種計算函

數極限的方法。 

（四）設計習題與課後演練 

教師可以針對本研究所發現的錯誤認知與解題困境設計習題給學生演練，以幫助學生釐清

錯誤認知並克服解題困境。習題的型式不侷限於計算題與證明題，除了課本習題之外，還可以

設計簡答題、填充題、是非題、改錯題等，以檢視並引導學生釐清錯誤認知。例如：學生對函數

極限的直觀意義與精確意義不太了解，無法釐清極限值、函數值與連續之間的關係，教師可以

參酌本研究的試題 1 設計一些實例引導學生透過文字描述或圖形觀察來理解函數極限的意義，

以釐清學生的錯誤認知。此外，學生未能釐清使用極限計算法則的前提，而濫用極限律與羅必

達法則來計算極限，教師可以參酌本研究的試題 4 設計一些學生常寫錯的算式或不符合使用某

個極限計算法則的題目，讓學生來判斷其錯誤之處與原因，另參酌試題 8，將不同計算方法的題

目安排在一起讓學生演練，以檢視學生是否能理解使用極限計算法則的前提。 

伍、結論與建議 

綜合各項研究資料之分析結果，提出下列之結論與建議。 

一、結論 

（一）學生對描述函數極限的定義與證明極限有困難 

有一半的學生無法用文字正確描述函數極限的直觀意義，有 23%的學生無法從函數圖形中

觀察出當𝑥分別從𝑎的左邊與右邊充分靠近𝑎時，函數值𝑓(𝑥)的趨勢。也有一半的學生不了解函數

極限的精確定義及𝜀與𝛿在定義中的意義，無法對所給定的𝜀值求出適當的𝛿值，甚至 6 成以上的

學生無法利用極限的精確定義來證明線型函數的極限。 

（二）學生未能理解函數極限的運算符號與使用極限計算法則的前提 

部分學生在計算函數的極限時，經常會遺漏或多寫極限的運算符號，未能充分理解極限的

運算符號之意義及區別「函數取極限」與運算後的「極限值」之差異。 

雖然大部分的學生都能使用極限計算法則來計算極限，但學生在使用極限計算法則時，因

未能理解「積的極限律、商的極限律與羅必達法則之使用前提」，而不會先確認該題目是否符合

使用極限計算法則的前提，便濫用極限律與羅必達法則來計算極限。 
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（三）學生無法釐清極限值、函數值與連續之間的關係 

由於學生並不了解「當我們考慮 lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)時並不考慮函數𝑓在𝑥 = 𝑎時函數值𝑓(𝑥)的行為表

現」，而誤認為函數在某個點的極限一定會等於函數在該點的函數值、函數在每個有定義的點之

極限一定存在、函數在未定義的點之極限不存在、若函數在某個點的極限存在則函數在該點連

續、函數在不連續的點之極限不存在，顯示學生無法釐清極限值、函數值與連續之間的關係。 

（四）學生對計算含有根式、絕對值或有界週期的函數之極限有困難 

學生在計算含有根式的函數之極限時，不了解必須有理化根式而無法解題；在計算含有絕

對值的函數之極限時，不了解必須先分別考慮左極限與右極限而無法解題；縱使已經提示函數

的範圍，仍然無法使用夾擠定理來計算有界函數的極限。這些結果顯示，學生無法統整不同特

性函數的極限之計算方法。 

學生無法由「−1 ≤ sin
2π

𝑥
≤ 1, ∀𝑥 ≠ 0」正確推出「0 ≤ sin2 (

2𝜋

𝑥
) ≤ 1, ∀𝑥 ≠ 0」；對繁分式

1

𝑥
1

2√𝑥

  

或含有根式的分式
2√𝑥

𝑥
之化簡有困難；誤用冪函數的微分公式來做自然指數函數的微分運算、微 

分時忘記使用連鎖律。這些結果顯示，學生對高中數學及微分的基本運算不夠精熟。 

二、建議 

（一）在函數極限教學方面 

建議微積分教師可以參酌本研究對函數極限的概念與計算之分析結果，了解學生的錯誤認

知與解題困境，在課堂上加強釐清容易產生錯誤的概念並統整相關概念，在講解計算函數極限

的例題時多引導學生觀察函數的特性、解題的思考並統整計算方法，教師可以善用本文的概念

圖幫助學生統整相關概念與計算方法。除了勾選課本習題之外，可以針對學生的錯誤認知設計

習題提供學生演練，習題的型式不侷限於計算題與證明題，可以設計簡答題、填充題、是非題、

改錯題等，以檢視並引導學生釐清錯誤認知，具體的做法請參閱前節「研究結果在教學上的應

用」。此外，在教授極限精確定義或極限證明時，可以參酌 Swinyard 與 Larsen（2012）所提出的

極限生成分解之教學步驟，透過圖形視覺化的方式幫助學生從𝑦的觀點切入以理解函數極限的精

確定義。 

（二）在函數極限教學研究方面 

未來可以參酌本研究的分析結果與前節「研究結果在教學上的應用」規劃教材、教學活動、

習題，設計函數極限教學行動方案，以行動研究的方式實踐於教學現場，蒐集各項回饋資料分

析學生的學習成效。若能找到對照組，則可以再比較實驗組與對照組的考試成績是否具有顯著

差異。也可以對重修班學生進行前測與後測，檢視教學行動方案的學習成效。 
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（三）在極限研究方面 

本研究因限於測驗時間，試題未納入單邊極限與無窮極限的概念，未來的研究可以加入這

部分試題，可以將概念與計算試題分兩次測驗。此外，未來可以將修訂後的試題對理工學院非

數學系或管理學院的微積分學生進行測驗，探討非數學相關學系學生在函數極限的錯誤認知與

解題困境，甚至比較不同背景學生的表現。 

當我們在判斷無窮數列{𝑎𝑛}及無窮級數∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 是否收斂時，必須藉由計算函數極限 

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)的舊經驗來計算數列極限 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛及級數的首𝑛項和𝑠𝑛之極限 lim
𝑛→∞

𝑠𝑛是否存在，才能判斷 

無窮數列{𝑎𝑛}及無窮級數∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 收斂或發散。函數極限、數列極限與無窮數列收斂、首𝑛項和的

極限與無窮級數收斂之間的概念是息息相關的，由於學生對函數極限存在許多錯誤認知與解題

困境，未來的研究可以再探討學生在判斷無窮數列收斂、無窮級數收斂及泰勒級數收斂到原函

數的錯誤認知與解題困境。 
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學習興趣和自信對中年級學生數學成就成長率的影響 

張凌嘉 

國立臺灣師範大學教育心理與輔導學系 

我國學生數學成就好卻沒興趣也沒自信，是從國小中年級就已存在的發展趨勢嗎？本研究追蹤

三、四年級 672 位學生於一個學年期間的學習興趣、學習自信和數學成就，應用階層線性模式

（Hierarchical Linear Model, HLM）成長模型分析，兩個研究問題的結果顯示：（1）學習興趣、

學習自信和數學成就有不同的成長曲線。學習興趣和學習自信呈現下滑趨勢，學習興趣的降幅

大於學習自信，三年級的起始水準高於四年級，男生的學習自信起始水準高於女生。數學成就

呈現上升趨勢，三年級和男生的增幅大於四年級和女生。（2）學習興趣和學習自信對數學成就

成長率有不同程度的影響。以學習興趣為預測變項，三年級和女生的數學成就增幅大於四年級

和男生，無論年級或性別，提高學習興趣可增進數學成就。以學習自信為預測變項，三年級和

男生的數學成就增幅大於四年級和女生，無論年級或性別，提高學習自信可增進數學成就。以

學習興趣和學習自信為預測變項，三年級和女生的數學成就增幅大於四年級和男生，但除三年

級女生外數學成就皆呈現下滑趨勢，惟當男生提高學習興趣或學習自信，女生提高學習自信，

皆能增進數學成就。最後，說明本研究對相關橫斷和縱貫性研究之貢獻，並提出中年級數學教

育宜關注的三個面向與研究建議。 

關鍵詞：階層線性成長模式、數學成就、學習自信、學習興趣、縱貫性研究 
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Learning Interests and Confidence on Mathematics 

Achievement Growth in Intermediate Grades 

Ling-Chia Chang 

Department of Educational Psychology and Counseling, National Taiwan Normal University 

In the “Trends in International Mathematics and Science Study (TIMSS)” Taiwanese students performed 

exceptionally, although they exhibited a less positive attitude and self-confidence about their 

mathematics learning. The study assessed 672 students from the third and fourth grades for their learning 

interests, learning confidence, and mathematics achievement longitudinally across three time-points 

within a school year. Hierarchical linear growth models were utilized to examine two research questions. 

The results indicated that (1) learning interests, learning confidence, and mathematics achievement all 

had unique developmental trajectories. While learning interests and confidence declined over time, the 

slope of learning interests was steeper. The average intercepts of learning interests and confidence of 

third-graders were higher than those of fourth-graders. The average intercept of learning confidence of 

boys was higher than that of girls. While mathematics achievement improved over time, the 

improvements were greater for third-graders and boys than for fourth-graders and girls. (2) The 

longitudinal effects of learning interests and confidence in mathematics achievement growth were varied. 

With learning interests as predictors, the increases in mathematics achievement were greater for third-

graders and girls than for fourth-graders and boys; growth in learning interests was positively associated 

with growth in mathematics achievement without significant differences in grades and gender. With 

learning confidence as predictors, the increases in mathematics achievement were greater for third-

graders and boys than for fourth-graders and girls; growth in learning confidence was positively 

associated with growth in mathematics achievement without significant differences in grades and gender. 

With learning interests and confidence as predictors, mathematics achievement declined over time. For 

third-graders and girls, the improvement in mathematics achievement was greater than for fourth-

graders and boys. Growth in learning interests and confidence among boys as well as growth in learning 

confidence among girls were positively associated with growth in mathematics achievement. 

Conclusions and implications are discussed. 

Keywords: hierarchical linear growth model, mathematics achievement, learning confidence,  

learning interests, longitudinal study 
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壹、緒論 

近年各國日益重視數學情意教育，了解我國小學生的數學情意與認知發展狀況，有助及早

培養學生的數學情意與能力。我國以國小學生為對象且以數學成就為評量內容之大型長期調查，

除了各縣市的國小基本學力檢測，主要有二：「臺灣學生學習成就評量資料庫」（Taiwan 

Assessment of Student Achievement, TASA）和「國際數學與科學教育成就趨勢調查」（TIMSS）。

TASA 的評量對象包含國小四、六年級，每三年施行一次，最近一次可釋出的是 2015 年度調查

資料。TIMSS 自 2003 年開始以四、八年級學生為評量對象，評量架構參照各國課程主題，著重

於評量認知領域的知識、應用和推理，每四年施行一次，最近一次釋出的是 TIMSS 2019 調查報

告（陳冠銘、任宗浩，2018；教育部，2020）。我國參與的歷屆 TIMSS 調查結果中，四、八年級

學生的數學成就皆表現優異且穩定，但是對數學的學習有較大疏離感，持續表現出不喜歡、沒

自信、和認為不重要的學習態度，顯示我國的數學教育重認知而輕情意，是當前亟需面對的問

題（張俊彥等人，2018；教育部，2020）。然而，八年級學生不喜歡學數學、對數學沒自信的比

例遠大於四年級學生（曹博盛，2018；Mullis, Martin, Foy, Kelly, & Fishbein, 2020），較四年級學

生獲得更多學者專家的關注與探討（余民寧、韓珮華，2009；李君柔、王美娟，2013；張芳全，

2010；陳敏瑜、游錦雲，2013；劉春初、王澤宇、陳威仁，2019）。臺灣四年級學生於 TIMSS 2019

再次展現高數學成就時，相較排名第一的新加坡學生，低學習興趣和學習自信的人數比例仍居

高不下（Mullis et al., 2020）。 

許多成就動機相關理論，如自我決定論（self-determination theory）（Ryan & Deci, 2020）、情

境式期望價值論（situated expectancy-value theory）（Eccles & Wigfield, 2020）、和社會認知論（social 

cognitive theory）（Bandura, 1986; Schunk & DiBenedetto, 2020），與相關的實徵研究均指出學習興

趣和學習自信對成就表現具有正向影響。另一方面，雖然我國學生數學成就在歷屆 TIMSS 無顯

著性別差異（林碧珍，2018；Mullis et al., 2020），仍有研究顯示我國學生數理學科的學習動機存

有男生優勢（余民寧、翁雅芸、張靜軒，2018；張芳全，2010；龔心怡、李靜儀；2016），可能

因此影響女生的數理表現和未來生涯發展選擇（Degol, Wang, Zhang, & Allerton, 2018; Dweck, 

2007; Gaspard, Lauermann, Rose, Wigfield, & Eccles, 2020）。我國學生數學情意偏低卻有優異數學

成就，是異於理論的特例，抑或呼應理論？增進數學情意，是否能提升數學成就的學習效率？

數學情意與數學成就的發展是否存有性別差異？值得更多的研究與探討。 

一、學習興趣、學習自信與數學成就的理論基礎 

本研究的「學習興趣」和「學習自信」名詞採用自「國際數學與科學教育成就趨勢調查 2015
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國家報告」（林碧珍，2018；張俊彥等人，2018）。根據 TIMSS 2015 的背景問卷架構，「學習興

趣」以內在動機為主要核心，構念包含學習數學時的興趣和樂趣，而「學習自信」以自覺能力為

主要核心，構念包含完成數學相關任務的自我效能以及自我概念（Hooper, Mullis, & Martin, 2013）。

以下從自我決定論、情境式期望價值論、和社會認知論，簡要說明學習興趣和學習自信的意涵、

相關因素及其影響。 

學習興趣，意指學生對所學科目感到有趣和樂趣。興趣可分為因環境事件引起的情境興趣，

以及長期發展而成的個人興趣（Hidi & Renninger, 2006）。根據自我決定論，內在動機有如個人

行為的發動機，是為了自己而非外在驅力（如讚美、報酬或壓力等）來完成相關活動，可預測學

生的投入行為、學習表現、成績與職業選擇（Deci & Ryan, 1985; Ryan & Deci, 2000, 2020）。已

有研究發現學生的內在動機隨著學齡增長而下滑，其中可能的原因是學校未能提供學生自主、

能力與關係等心理需求足夠的支持（Gnambs & Hanfstingl, 2016; Ryan & Deci, 2020）。然而，若

學生處於能激發與滿足其自主、能力與關係等心理需求的環境，學生亦能內化外在驅力從而增

進其成就表現（Deci & Moller, 2005; Hooper et al., 2013; Ryan & Deci, 2000）。情境式期望價值論

則指出個人有主觀的任務價值，其中內在價值（又稱興趣價值）是個人完成任務時的樂趣，或

預期從所選擇的目標任務獲得的樂趣，會影響成就相關的選擇與表現（Eccles & Wigfield, 2020）。 

學習自信，意指學生知覺自己在所學科目的能力或表現。根據社會認知論，自我效能是對

於自己有能力完成相關任務的信心或信念，屬於跟自己能力與經驗的比較參照，較著眼於未來

的潛能，可預測學習表現、成績、問題解決、興趣和職業選擇，而且學生個人的自我效能、與行

為（如學習成就）和環境（如教師教學）三者之間會交互影響（Bandura, 1986; Marsh et al., 2019; 

Pajares & Usher, 2008; Schunk & DiBenedetto, 2020）。自我概念是根據自我經驗或同儕表現進行

評估，形成對自己個人屬性或能力的知覺；學生會透過內在參照（自己在不同學科的能力表現）

和外在參照（和同儕比較同一學科的能力表現）形成自己的學科自我概念，較著眼於過去表現

和既有經驗，而且自我概念與學業成就兩者交互影響，對相同領域有促進效果，對相異領域則

有弱抑制效果（Marsh et al., 2019）。情境式期望價值論則指出個人能力的自我概念、自我基模、

長短期目標、個人和社會認同等會影響成功期望和任務價值，從而影響成就相關的選擇與表現

（Eccles & Wigfield, 2020）。 

雖然上述成就動機相關理論的完整架構較為龐大，但是部份變項的概念是類似、共通的

（Anderman, 2020），因此，在本研究中，學習興趣涵蓋了相關文獻指涉之內在動機、內在價值、

興趣和樂趣等意涵，而學習自信涵蓋了自我效能和自我概念等意涵，以利進行探討。例如，以

15 歲學生為研究對象的國際學生能力評量計畫（Programme for International Student Assessment, 

PISA），其數學領域背景問卷變項中的「內在動機」等同為學習興趣，而「數學自我效能」和「數
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學自我概念」則等同學習自信（Anderman, 2020; Lee & Stankov, 2018; Organisation for Economic 

Co-operation and Development, 2013）。 

二、我國四年級學生在 TIMSS 的學習興趣、學習自信與數學成就表現 

臺灣與新加坡、香港、韓國和日本等東亞五個地區國家連續穩居 TIMSS 2011、2015、2019

三屆四年級學生數學成就的國際排名前五名（林碧珍，2018; Mullis et al., 2020）。臺灣和新加坡

四年級學生在三屆 12 年期間的數學成就分數皆持續提高，國際排名則維持分列第四和第一名。 

從數學成就的性別差異來看，TIMSS 2015、2019 兩屆有近半數參與調查的國家四年級男生

平均數學成就高於女生，不過臺灣學生的數學成就在近十多年來並沒有穩定且顯著的性別差異

（林碧珍，2018; Mullis et al., 2020）。從學習興趣來看，兩屆國際整體平均有 46%和 45%的四年

級學生非常喜歡學數學，19%和 20%的學生不喜歡學數學，臺灣平均有 23%和 22%的學生非常

喜歡學數學，38%和 41%的學生不喜歡學數學，排名從倒數第二名變成最後一名，而且不喜歡

學數學的比例持續增加，較國際平均和新加坡學生的比例多了 15～21%（林碧珍，2018; Mullis 

et al., 2020）。從學習自信來看，兩屆國際整體平均有 32%的四年級學生對數學非常有自信，23%

的學生對數學沒有自信，臺灣維持 15%的學生對數學非常有自信，46%和 44%的學生對數學沒

有自信，雖然排名略有進步，但非常有自信的學生比例仍較 2007 年少了 10%，沒有自信的學生

比例亦較 2011 年多了 6%（林碧珍，2018；Mullis et al., 2020）。 

新加坡四年級學生的數學成就、學習興趣和學習自信連續兩屆皆優於臺灣、香港、韓國和

日本等地區國家的學生表現。劉春初等人（2019）分析臺灣與其他 20 個國家八年級學生於 TIMSS 

2003 至 2011 等三屆的數學學習效率，以數學學習興趣、學習自信和學習評價等因素，評估學生

數學成就的相對績效表現、透過教學相關制度與技術的革新效率表現，以及提升學生數學成就

規模的效率表現，結果顯示新加坡和以色列等國的相關政策與具體作為是臺灣可參酌的標竿。

亦即參照新加坡的學習表現，增進學生的學習興趣和學習自信，有助提升數學成就的學習效率。 

三、影響數學成就的學習興趣、學習自信與性別之橫斷與縱貫研究 

（一）橫斷性研究 

Lee 與 Stankov（2018）統整 TIMSS 2003、2007 和 2011，以及 PISA 2003 和 2012 的歷屆資

料，在 65 個非認知變項中以自我信念相關的變項，如 TIMSS 的學習自信、PISA 的自我效能、

和教育期望，最能預測學生的數學成就。臺灣多個研究則一致發現學習自信和學習興趣對數學

成就皆有不同程度的影響（余民寧、韓珮華，2009；李君柔、王美娟，2013；高若喬，2021；張

芳全，2010；陳敏瑜、游錦雲，2013），且臺灣學生的數學表現有性別差異（余民寧等人，2018；

張芳全，2010；陳敏瑜、游錦雲，2013）。 
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高若喬（2021）將 PISA 的基本素養應用於臺灣國小六年級學生，以四所國小 367 位學生為

對象，分析國小高年級平面幾何素養的表現與影響因素，結果學生的數學素養表現沒有性別差

異，數學自我效能直接正向預測數學素養表現，標準化係數為 .50，數學學習興趣與閱讀自我效

能經由數學自我效能間接正向預測數學素養表現，數學學習興趣對數學素養表現具有 .32 的標

準化總效果。學習投入、後設認知和自我調節學習等對數學素養表現則無顯著影響。 

余民寧與韓珮華（2009）透過 TIMSS 2003 臺灣資料，將八年級學生知覺的課室活動區分

為建構式教學與教師中心式教學，結果建構式教學直接正向預測學生的學習自信和數學有效性

（價值），間接正向預測數學學習興趣和數學成就，而教師中心式教學直接正向預測數學成就，

並經由學習自信間接正向預測學習興趣和數學有效性；學習興趣和學習自信分別對數學成就具

有 .34 和 .28 的標準化總效果。顯示學生感受教師不同的教學方式，會對學生的學習興趣、學

習自信和數學成就產生不同路徑的影響和效果。 

李君柔與王美娟（2013）以 TIMSS 2007 臺灣資料分析八年級學生數學成就之影響因素，結

果個人特質（成就目標、學習自信、學習興趣和價值）的影響力最大，家庭環境（圖書、設備資

源和父母學歷）的影響力次之，教師教學（教學策略、家庭作業）與學校背景（校園安全、學校

環境）的影響力最小；個人特質和家庭環境皆直接預測數學成就，達到 .57 和 .54 的標準化總

效果，而教師教學與學校背景需透過學生個人特質間接預測數學成就。就個人特質的結果來說，

八年級學生的成就目標越強，對數學越有自信，喜歡學數學，覺得數學有用、有價值，數學成就

越好。 

張芳全（2010）以 HLM 模型分析 TIMSS 2007 臺灣八年級學生數學成就之影響因素，考量

學校平均和學生個人之父母親教育程度、自我期望、文化資本、回家作業、學習興趣、學習自信

和性別後，學生的自我期望、文化資本、回家作業、學習興趣、學習自信正向影響數學成就，若

學習興趣和學習自信增加一個單位，可提高數學成就 .11 和 .39 分，此外，女生的數學成就較

男生高 .12 分。再分別以學習興趣和學習自信為依變項，考量學校平均之父母親教育程度、自

我期望、文化資本、回家作業、學習自信或學習興趣，以及學生個人之性別、父母親教育程度

後，若學習自信增加一個單位，可提高學習興趣 .76，反之，若學習興趣增加一個單位，可提高

學習自信 .59，此外，男生的學習興趣和學習自信皆顯著較女生高 .29 和 .33。顯示學習興趣和

學習自信越好，數學成就越高，而且男女生在學習興趣、學習自信和數學成就有不同的差異。 

陳敏瑜與游錦雲（2013）以 TIMSS 2007 臺灣資料檢視學習自信、學習興趣和內在價值、以

及實用價值對八年級學生數學成就之影響，結果學習自信和實用價值對數學成就的標準化係數

為 .60 和 .09 ，但學習興趣和內在價值對數學成就未達顯著；若排除學習自信，學習興趣和內

在價值對數學成就的標準化係數為 .45 和 .11。結構模型的路徑係數無性別差異，但在平均數
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上，男生的學習自信、學習興趣和內在價值、以及實用價值皆高於女生，當男女生的學習自信、

學習興趣和內在價值、以及實用價值程度相當時，女生的數學成就較好。 

余民寧等人（2018）後設分析臺灣 1993 年到 2013 年間發表的 72 篇論文，檢驗臺灣學生在

數學、科學、和電腦資訊等學科的學習動機、學習興趣與學習態度是否存在性別差異。結果在

研究年代以 2009 年到 2013 年之間男生優勢最為明顯；地區方面，南部地區的性別差異最大，

北部次之，中部地區最小；學習階段方面，國小階段無顯著差異，高中職階段顯著大於國中和

國小階段；學科方面，自然科學的差異小於電腦資訊；研究變項方面，學習動機、學習興趣與學

習態度皆為男生優勢，又以學習興趣的差異大於學習動機與學習態度；變項組成因素中，自我

效能、興趣、信心、學習價值與焦慮皆為男生優勢，又以自我效能的差異最大，另外，在成就目

標和表現目標的效果量雖為女生優勢，但未達到顯著水準。顯示隨著學習階段發展，男生在數

理學科的學習動機、學習興趣與學習態度越來越高於女生。 

綜合上述橫斷性研究，雖然臺灣學生在 TIMSS 的表現為低情意而高成就，經由結構方程模

型或 HLM 分析，結果仍支持成就動機相關理論的主張，亦即學習興趣和學習自信對數學成就具

正向影響，惟存有性別差異，且學習興趣的影響力略低於學習自信。 

（二）縱貫性研究 

探究學習興趣與學習自信如何影響數學成就的縱貫性研究中，多數研究驗證學習自信、學

習興趣與數學成就的互惠效果。龔心怡與李靜儀（2016）以臺灣北、中、南地區公立國中七年級

學生共 1025 位為對象，追蹤三年共三波次，數學自我概念與數學成就相互效果模式獲得支持，

也就是數學自我概念正向預測後期的數學成就，數學成就正向預測後期的數學自我概念；而且

模式有性別和城鄉差異，男生的數學自我概念三波次平均皆高於女生，女生的數學成就三波次

平均皆則高於男生，城市地區學生的數學自我概念與數學成就三波次皆高於鄉鎮地區學生。國

外的研究如 Sewasew、Schroeders、Schiefer、Weirich 與 Artelt（2018），以德國 3288 位五年級學

生為對象，追蹤三年至七年級，結果顯示數學自我概念和數學成就（學校成績、標準化測驗成

績）交互正向影響，數學興趣僅在五至六年級時與數學學校成績交互負向影響，而男生的數學

自我概念和數學興趣均顯著高於女生。Marsh 等人（2018）以德國 3450 位五年級學生為對象，

追蹤五年至九年級，控制四年級的數學和語文成績，以及學校層級的脈絡效果後，數學自我概

念、數學學校成績和數學標準化測驗成績均交互正向影響。Arens、Frenzel 與 Goetz（2020），以

德國 3209 位六年級為對象，追蹤四年至九年級，控制性別與家庭社經地位的影響後，數學自我

概念正向預測後期之數學學校成績，數學學校成績正向預測後期之數學自我概念與數學自我效

能；數學自我效能正向預測後期之數學成就測驗，數學成就測驗正向預測後期之數學自我概念

與數學自我效能。然而，上述研究侷限於五年級以上中學生，且交互模型分析雖然控制了投入
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變項的自我迴歸和不同變項間的共變關係，卻無法呈現各變項可能有獨特且不同方向的成長曲

線（Soland, 2019）。 

Soland（2019）以美國 4158 位五年級學生為對象，進行四年的縱貫追蹤，首先檢視數學自

我效能和數學成就確實有各自獨特的成長曲線，學生的數學成就逐年成長，數學自我效能卻呈

現逐年下降，而潛在成長模型分析的結果顯示，數學成就進步較慢的學生其數學自我效能可能

下降地更快，然而，當提升學生的數學自我效能成長率，可顯著增進數學成就的成長率。Gaspard

等人（2020）統整美國三個世代樣本共 1069 位學生，分析從一年級開始連續 12 年的班級自我

概念與內在價值的發展變化，結果顯示班級學生在數學和語文領域的自我概念與內在價值有不

同的成長曲線，且有性別差異。就自我概念來看，約七成班級為數學微幅下滑而語文維持平穩，

三成班級為數學微幅下滑而語文大幅下滑等兩種型態，而後者有較高比例是男生、選修進階數

學課、願意從事數理相關工作、或實際投入 STEMM 職涯。另一方面，就內在價值來看，各約

三成班級為數學大幅下滑而語文相對平穩、數學微幅下滑而語文大幅下滑、以及數學和語文皆

維持穩定等三種型態，其中又以第三種的男生比例較高，第一種則較少比例選修進階數學課、

或願意從事數理相關工作。洪碧霞與林素微（2017）是國內少有以中年級學生為對象的數學成

就縱貫性研究，採用 HLM 成長模型分析，參與攜手計畫的國小四年級低成就學生（ASAP）於

一個學年期間進行三次數學成就測驗，結果 ASAP 學生每次進步相當於 T 分數 7 分，相較於一

般學生前後兩次測驗結果進步 T 分數 3 分，未參與攜手計畫的低成就學生則退步 T 分數 4 分，

顯示攜手計畫有助提升低成就學生的數學成就。此外，精熟、表現、中庸和放棄四種目標取向

的 ASAP 學生有不同的數學成就表現，其中以精熟目標取向學生的起始能力和成長率最高，放

棄目標取向學生的起始能力和成長率最低。雖然洪碧霞與林素微（2017）以單次的目標取向進

行分類，可以呈現出學生不同類型的學習動機有不同的數學成就成長曲線，但是無法得知目標

取向或學習動機是否也隨時間有其獨特的成長曲線。 

Soland（2019）和 Gaspard 等人（2020）的研究，提供了縱貫性證據支持學習興趣和學習自

信對數學成就具正向影響，雖然學習興趣和學習自信呈現逐年下滑趨勢，且有性別差異，若學

習興趣或學習自信提升或下滑程度較小，會有較好的數學成就、投入相關課程或職業。但是我

國學生學習興趣、學習自信和數學成就各自的發展變化、交互效果以及性別因素的影響，需要

更多的縱貫性證據。 

四、研究問題 

我國學生數學成就優異卻沒有學習興趣和自信，以實徵資料檢驗成就動機相關理論的適用

性，有助教育政策與實務工作者發展後續的因應對策。從橫斷性研究中，已知學習興趣和學習

自信是影響數學成就的重要個人因素（余民寧、韓珮華，2009；李君柔、王美娟，2013；高若
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喬，2021；張芳全，2010；陳敏瑜、游錦雲，2013；Lee & Stankov, 2018），而且可能存在性別差

異（余民寧等人，2018；張芳全，2010；陳敏瑜、游錦雲，2013），而縱貫性研究更揭示了學習

興趣、學習自信與數學成就隨著時間交互影響（龔心怡、李靜儀，2016; Arens et al., 2020; Marsh 

et al., 2018; Sewasew et al., 2018），三者亦有各自獨特的成長曲線（Gaspard et al., 2020; Soland, 

2019）。儘管國內外的實徵研究支持了自我決定論、情境式期望價值論、和社會認知論，我們仍

不清楚國小三、四年級學生的學習興趣、學習自信與數學成就是否也有各自的成長曲線？學習

興趣和學習自信又如何隨時間影響數學成就？是否存有性別差異？本研究以臺灣學生的實徵資

料探討兩個研究問題如下： 

（一）國小三、四年級學生的學習興趣、學習自信和數學成就如何隨時間發展變化？有各

自的成長曲線？其成長趨勢是否有年級或性別差異？ 

（二）國小三、四年級學生的學習興趣和學習自信如何隨時間影響數學成就的發展成長？

提升學習興趣或學習自信的成長率，是否會提高數學成就成長率？是否有年級或性別差異？ 

貳、研究方法 

一、研究對象 

本研究取自研究者 108 學年度研究計畫之部分資料。研究對象來自 N 市不同行政區且非市

中心之三所國小的三、四年級全體學生，刪除僅有一次數學成就能力值者 13 位，三年級共七個

班 290 位學生，四年級共十個班 382 位學生，合計 672 位（女 299，45%）學生。三所國小規模

不同，全校學生介於 500～1300 位，均實施常態分班。 

二、研究程序 

研究者首先取得國家教育研究院和國際教育成就評量學會（The International Association for 

the Evaluation of Educational Achievement, IEA）同意本研究使用 TIMSS 公開之中文版四年級數

學試題和學生背景問卷，並經國家教育研究院同意使用縣市學生學力檢測之公開數學試題。為

使研究工具符合三、四年級學生的閱讀理解程度和數學課程範圍，均經由資深數學教師與專家

協助審查，給予「數學學習興趣和學習自信問卷」題目敘述修改以及「數學評量試卷」選題組卷

之建議。 

數學學習興趣和學習自信問卷先進行預試，取得三、四年級學生的作答反應，確認問卷具

有信、效度。正式施測共進行三次，分別於 108 學年度 9 月第三週，以及 1 月和 7 月的其中一

週，由學校行政人員協助進行各班級之問卷調查，採書面紙筆方式作答，沒有時間限制，至多

20 分鐘即可完成，全班學生填寫完畢即收回問卷。其中一所合作學校因故未能收回 9 月第一波

之數學學習興趣和學習自信問卷資料，參照該校第一波數學評量試卷所回收的數量，相當於第
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一波學習興趣和學習自信闕漏該校之樣本數三年級有 112 位學生、四年級有 116 位學生，佔全

體樣本 672 人約 34%。雖然第一波次闕漏較多，但全體樣本中僅 26 位學生只有一次學習興趣和

學習自信的作答反應，且 251 位學生有三次作答反應。 

數學評量試卷共進行五次，第一次於 108 學年度 9 月開學第一週施測，作為評量學生的基

準起始能力，第二至五次配合各校課程單元進度與段考時間，於 11 月、1 月、4 月和 7 月各次

段考的前一週，由班級導師協助於課堂中進行施測，採書面紙筆方式作答，於一節課的時間內

均能完成，施測完畢即收回試卷，班級導師無需批閱。由於配合單元進度分次評量且每次試卷

題數不多，對應數學學習興趣和學習自信問卷一個學年期間調查三次，本研究將 672 位學生的

五次卷的作答反應合併為三次（第二、三次卷合併，第四、五次卷合併），運用試題反應理論（Item 

Response Theory, IRT）同時估計法取得學生的三次能力值，每位學生至少有兩次能力值，且 544

位學生有三次能力值。 

三、研究工具 

（一）數學學習興趣和學習自信問卷 

數學學習興趣和學習自信問卷取自 TIMSS 2015 中文版四年級學生背景問卷，各有九題，學

習興趣的題目如「我很喜歡學數學」，學習自信的題目如「我在數學方面通常表現不錯」。我國

四年級學生參加 TIMSS 2015 調查，有效樣本共 4291 人，學習自信和學習興趣的信度 Cronbach’s 

α 係數分別為 .95 和 .86，顯示信度良好（陳冠銘、任宗浩，2018）。 

為確認適用於三年級學生，經專家修題及審題後，數學學習自信和學習興趣問卷之題目如

附錄一。採用 Likert 式五點量表，以「非常同意」到「非常不同意」代表對題項內容的同意程

度，分別計以 5 ~ 1 分，反向題計分則相反。作答結果分別按學習興趣和學習自信之九題分數進

行平均，取得題均分，得分愈高者，代表學生的學習興趣或學習自信越高。預試樣本以 Y 市國

小三、四年級學生為對象，以校為單位進行便利取樣，有效樣本共 115 份，學習興趣和學習自

信的信度 Cronbach’s α 係數分別為 .90 和 .76。正式施測三次，最後一次的有效樣本共 665 份，

學習自信和學習興趣的信度 Cronbach’s α 係數分別為 .94 和 .87，顯示信度良好。 

（二）數學評量試卷 

數學評量試卷題目主要取自國教院縣市學生學力檢測之二至四年級和 TIMSS 四年級之公

開題目。三、四年級的數學評量試卷各有五次卷，第一次卷涵蓋開學三週之共同單元及其前一

學期相關的先備知識，後四次卷根據每次段考範圍之共同單元，經專家審題，選擇適合之題目

編製成試卷，每卷約 12 至 25 題，包含選擇、計算和應用題。三、四年級五卷合計共有 147 題，

其中 20 題為三、四年級共同題。 
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數學評量試卷的作答反應採用 IRT 之二元計分的三參數對數模式（Lord, 1980），答對計 1

分、答錯計 0 分，並將三、四年級全部試題的作答反應進行同時估計，刪除適配度不佳的試題

13 題後，最終取得 134 道試題之參數。數學評量試卷的 134 道試題具有高鑑別度（介於 1.61 至

6.25）、低猜測度（最大值 0.04），且各卷試題兼顧難易（介於0.20 至 0.96），平均難度三年級卷

自 0.32 逐次提升至 0.45，四年級卷自 0.30 逐次提升至 0.36。此外，三、四年級卷之古典測驗理

論（classical test theory）難度整體平均分別為 .50、 .63，顯示難易適中，內部一致性 Cronbach's 

α 係數分別為 .96、.94，顯示信度良好。 

四、資料分析 

本研究針對 672 位學生進行追蹤測量與分析，雖然第一波的學習自信和學習興趣遺漏值較

多，運用 HLM 成長模型並採用貝氏估計法時，第一階依變項最小樣本數僅需 90 人即可獲得穩

定的固定參數估計及統計考驗力（曾明基，2017）。本研究使用 HLM 7.03 軟體進行成長模型分

析，以經驗貝氏估計法估計第一階層參數及隨機效果，並報導基於強韌標準誤（robust standard 

errors）之參數估計值（Raudenbush & Bryk, 2002; Raudenbush, Bryk, Cheong, Congdon, & Du Toit, 

2011）。分析程序先以零模型計算組內相關係數（Intraclass Correlation Coefficient, ICC），當 ICC

大於 .059，表示組間效果不能忽略，適合以 HLM 多層次模型進行分析（Heck & Thomas, 2020; 

Raudenbush & Bryk, 2002）。模型的第一階層依變項如有遺漏值，選擇執行分析時刪除，未再進

行插補。於成長模型中，連續變數之自變項皆設定為總平減（自變項原始數值減去總平均數），

即可不改變斜率係數，使調整後的截距項有意義、易於解釋，亦能避免共線性問題（Heck & 

Thomas, 2020; Raudenbush & Bryk, 2002）。此外，三波次資料運用 HLM 可進行包含一次成長與

二次加速度的曲線成長模型分析，唯一限制是二次加速度斜率項不可設定具有隨機效果（Heck 

& Thomas, 2020），而本研究主要目的是檢視固定參數的效果，故後續分析無論是線性或曲線成

長模型，採取保守設定，僅截距項設有隨機效果。描述性統計則以 IBM SPSS Statistics 25 版進

行分析。 

參、研究結果 

一、描述統計 

全體學生的學習興趣三次平均值（標準差）分別為 3.40（0.98）、3.37（0.95）、3.24（1.01），

學習自信三次平均值（標準差）分別為 3.26（0.83）、3.21（0.87）、3.18（0.85），數學成就三次

平均值（標準差）分別為 0.58（0.37）、0.56（0.36）、0.65（0.40），分別按年級和性別摘要如表

1 和表 2。無論全體學生、年級和性別，學習興趣和學習自信三次平均呈現下降趨勢，而數學成

就則呈現上升趨勢。 
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表 1 

研究變項按年級摘要 

  三年級  四年級 

研究變項 人數 平均值 標準差  人數 平均值 標準差 

學習興趣 (1) 86 3.48 0.90  183 3.37 1.01 

(2) 273 3.53 0.94  362 3.25 0.94 

(3) 286 3.33 1.02  379 3.17 0.99 

學習自信 (1) 86 3.32 0.75  183 3.23 0.87 

(2) 274 3.37 0.85  361 3.08 0.87 

(3) 286 3.31 0.83  379 3.09 0.85 

數學成就 (1) 199 0.58 0.40  348 0.59 0.35 

(2) 289 0.54 0.36  382 0.58 0.36 

(3) 288 0.68 0.42  382 0.63 0.38 

表 2 

研究變項按性別摘要 

  男生  女生 

研究變項 人數 平均值 標準差  人數 平均值 標準差 

學習興趣 (1) 158 3.45 1.02  111 3.34 0.92 

(2) 351 3.42 0.98  284 3.31 0.90 

(3) 368 3.29 1.04  297 3.16 0.96 

學習自信 (1) 158 3.38 0.83  111 3.09 0.80 

(2) 351 3.34 0.88  284 3.04 0.83 

(3) 368 3.33 0.84  297 3.00 0.82 

數學成就 (1) 305 0.58 0.38  242 0.59 0.35 

(2) 373 0.60 0.39  298 0.53 0.31 

(3) 371 0.66 0.42  299 0.64 0.37 

二、零模型結果 

分別以學習興趣、學習自信和數學成就為依變項，進行零模型分析結果如表 3，模型方程式

參見附錄二。學習興趣、學習自信和數學成就在學生個人內重複測量之變異數分別為 0.34、0.25

和 0.08，個人間變異數分別為 0.61、0.47 和 0.06，據此計算 ICCs 分別為 0.64、0.65 和 0.44，表

示學習興趣、學習自信和數學成就約有 44% ~ 65%的變異存在於學生個人間層次，隨時間變動

的學生個人內變異約有 35% ~ 56%，顯示具有高度組內相關，組間效果不能忽略，適合以 HLM

多層次模型進行分析。 
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表 3 

零模型分析結果摘要 

依變項 學習興趣 學習自信 數學成就 

固定效果參數 係數（標準誤） 係數（標準誤） 係數（標準誤） 

起始狀態 π0    

 截距 β00    3.32（0.03）***    3.21（0.03）***    0.60（0.01）*** 

隨機效果參數 變異數 變異數 變異數 

截距 γ0    0.61***    0.47***    0.06*** 

層一誤差 e    0.34    0.25    0.08 

離異數(2LL) 3867.02 3414.09 1372.35 

*** p < .001. 

三、個別之成長模型結果 

根據研究問題一，分別以學習興趣、學習自信和數學成就為依變項，年級和性別為第二階

層的自變項，進行線性與曲線兩種成長模型分析，經考驗後報導最適模型，其中學習興趣和學

習自信為一次成長之線性成長模型，數學成就為包含一次成長與二次加速度之曲線成長模型，

結果如表 4，模型方程式參見附錄三。 

（一）學習興趣的成長趨勢 

根據表 4學習興趣一欄的結果顯示，學習興趣的調整平均起始值為 3.35（SE = 0.07, p < .001），

三年級學生的學習興趣起始值較四年級高 0.27（SE = 0.09, p = .001），在性別方面則無顯著差異

（β02 = 0.04, SE = 0.08, p = .61）。學習興趣的調整平均成長率呈現下降趨勢，每一個學期平均減

少 0.13（SE = 0.03, p < .001），在年級和性別方面則無顯著差異（β11 = 0.05, SE = 0.05, p = .28; 

β12 = 0.04, SE = 0.04, p = .36）。亦即三年級學生的學習興趣從學年期初的 3.62 持續下滑至期末的

3.36，四年級學生的學習興趣自學年期初的 3.35 再持續下滑至期末的 3.09。簡言之，在一個學

年的期初時，國小三年級學生的學習興趣起始值顯著高於四年級學生，然而在一個學年期間，

全體學生無論三、四年級或男、女生皆一致地持續減少對數學的學習興趣，平均降幅達 0.26。 

進一步檢視學習興趣的九個題項，將學年期末（第三波）的各題平均值與學年期初（第一

波）的各題平均值兩者相減，降幅最多的五個題項依序為：「數學是我特別喜愛的科目之一」

（0.29）、「我喜歡數學」（0.25）、「我期待、喜歡上數學課」（0.25）、「我喜歡解決數學問題」

（0.20）和「我喜歡做任何和數字有關的學校作業」（0.19）。顯示國小三、四年級學生在數學

作為一個學科，以及對於數學相關的課程、問題和作業等方面的學習興趣已經持續下降。 
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表 4 

成長模型分析結果摘要 

依變項 學習興趣 學習自信 數學成就 

固定效果參數 係數（標準誤） 係數（標準誤） 係數（標準誤） 

起始狀態 π0    

 截距 β00    3.35（0.07）***    3.05（0.06）***    0.58（0.02）*** 

 年級（三）β01    0.27（0.09）**    0.17（0.08）*   0.01（0.03） 

 性別（男）β02    0.04（0.08）    0.27（0.07）***    0.00（0.03） 

成長率 π1    

 截距 β10   0.13（0.03）***   0.07（0.03）**   0.09（0.04）* 

 年級（三）β11   0.05（0.05）    0.02（0.04）   0.09（0.06） 

 性別（男）β12    0.04（0.04）    0.02（0.04）    0.13（0.05）* 

成長加速度 π2    

 截距 β20      0.05（0.02）** 

 年級（三）β21      0.06（0.03）* 

 性別（男）β22     0.06（0.03）* 

隨機效果參數 變異數 變異數 變異數 

截距 γ0    0.61***    0.44***    0.06*** 

層一誤差 e    0.33    0.25    0.08 

離異數 3839.70 3385.09 1366.38 

*** p < .001. ** p < .01. * p < .05. 

（二）學習自信的成長趨勢 

根據表 4學習自信一欄的結果顯示，學習自信的調整平均起始值為 3.05（SE = 0.06, p < .001），

三年級學生的學習自信起始值較四年級高 0.17（SE = 0.08, p = .03），男生的學習自信起始值較女

生高 0.27（SE = 0.07, p < .001）。學習自信的調整平均成長率呈現下降趨勢，每一個學期平均減

少 0.07（SE = 0.03, p = .006），在年級和性別方面則無顯著差異（β11 = 0.02, SE = 0.04, p = .56; β12 

= 0.02, SE = 0.04, p = .55）。亦即三年級女生的學習自信從學年期初的 3.22 持續下滑至期末的

3.08，四年級女生則從學年期初的 3.05 再持續下滑至期末的 2.91；而三年級男生的學習自信從

學年期初的 3.49 下滑至 3.35，四年級男生則從學年期初的 3.32 再持續下滑至期末的 3.18。簡言

之，在一個學年的期初時，國小三年級的學習自信起始值顯著高於四年級，男生的學習自信起

始值顯著高於女生，然而在一個學年期間，全體學生無論三、四年級或男、女生皆一致地持續

減少對數學的學習自信，平均降幅達 0.14。 
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進一步檢視學習自信的九個題項，將學年期末（第三波）的各題平均值與學年期初（第一

波）的各題平均值兩者相減，降幅最多的五個題項依序為：「老師說我的數學能力很好」（0.20）、

「與數學有關的事我學得很快」（0.17）、「和其他科目比起來，我覺得數學比較難（反向題）」

（0.15，表示覺得數學比較難的程度增加）、「我很會解決困難的數學問題」（0.14）和「數學

讓我覺得頭痛、困惑、讀不懂（反向題）」（0.10，表示對數學感到困惑的程度增加）。顯示國小

三、四年級學生在學數學時，所感受到來自教師的肯定，以及對數學的難度、學習速度和解題

能力等方面的學習自信已經持續下降。 

（三）數學成就的成長趨勢 

根據表 4 數學成就一欄的結果顯示，數學成就的調整平均起始值為 0.58個邏輯斯（SE = 0.02, 

p < .001），在年級和性別方面則無顯著差異（β01 = 0.01, SE = 0.03, p = .69; β02 = 0.00, SE = 0.03, 

p = .98）。數學成就的調整平均成長率呈現先降後升的趨勢，於第一學期期末較起始值減少 0.04

個邏輯斯，第二學期期末則較起始值增加 0.02 個邏輯斯（β10 = 0.09, SE = 0.04, p = .03; β20 = 0.05, 

SE = 0.02, p = .006）。三年級學生的數學成就成長加速度較四年級高 0.06 個邏輯斯（SE = 0.03, p 

= .02），使得三年級學生的數學成就於第一學期期末較起始值增加 0.02 個邏輯斯，第二學期期

末則較起始值增加 0.26 個邏輯斯。男生的數學成就成長率較女生高 0.13 個邏輯斯（SE = 0.05, p 

= .01），成長加速度則較女生低 0.06 個邏輯斯（SE = 0.03, p = .02），使得男生的數學成就於第一

學期期末較起始值增加 0.03 個邏輯斯，第二學期期末則較起始值增加 0.04 個邏輯斯。亦即三年

級女生的數學成就從學年期初的 0.58 個邏輯斯逐漸進步至期末的 0.84 個邏輯斯，而三年級男生

的數學成就亦持續進步至期末達 0.86 個邏輯斯；四年級女生的數學成就從學年期初的 0.58 個邏

輯斯先下降再略為進步至期末的 0.60 個邏輯斯，而四年級男生的數學成就則漸進至期末的 0.62

個邏輯斯。 

簡言之，中年級學生的學習興趣、學習自信和數學成就有各自的成長曲線，且有年級或性

別差異。全體學生無論三、四年級或男、女生的數學成就皆有相同的起始狀態，然而在一個學

年期間，國小三年級的數學成就成長率顯著高於四年級，男生的數學成就成長率顯著高於女生。

整體而言，未考量其他影響因素時，數學成就的增幅三年級男生 0.28 個邏輯斯＞三年級女生 0.26

個邏輯斯＞四年級男生 0.04 個邏輯斯＞四年級女生 0.02 個邏輯斯。數學成就呈現正成長的同一

學年期間，學習興趣和學習自信卻是負成長，因此以研究問題二進一步探討，當考量學習興趣

和學習自信對數學成就的影響，數學成就的成長趨勢會如何變化。 
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四、影響數學成就成長率之成長模型結果 

根據研究問題二，以數學成就為依變項，再分別以學習興趣、學習自信、以及學習興趣和

學習自信兩者同時為第一階層的自變項，年級和性別為第二階層的自變項，進行成長模型分析，

結果如表 5，模型方程式參見附錄四。 

（一）學習興趣對數學成就成長率之影響 

根據表 5 學習興趣一欄的結果顯示，考量學習興趣對數學成就的影響，數學成就的調整平

均起始值為 0.64 個邏輯斯（SE = 0.04, p < .001），在年級和性別方面則無顯著差異（β01 = 0.03, 

SE = 0.05, p = .63; β02 = 0.05, SE = 0.05, p = .34）。數學成就的調整平均成長率呈現先降略升的趨

勢，於第一學期期末較起始值減少 0.10 個邏輯斯，第二學期期末較起始值減少 0.08 個邏輯斯

（β10 = 0.16, SE = 0.05, p = .003; β20 = 0.06, SE = 0.02, p = .01）。三年級學生的數學成就成長加速

度較四年級高 0.06 個邏輯斯（SE = 0.03, p = .03），使得三年級學生的數學成就於第一學期期末

較起始值減少 0.04 個邏輯斯，第二學期期末則較起始值增加 0.16 個邏輯斯。男生的數學成就成

長加速度較女生低 0.07 個邏輯斯（SE = 0.03, p = .01），使得男生的數學成就於第一學期期末較

起始值減少 0.17 個邏輯斯，第二學期期末則較起始值減少 0.36 個邏輯斯。若學習興趣提升且最

終高於全體平均 1 分，可使數學成就增加 0.02 個邏輯斯（SE = 0.01, p = .05），而且在年級和性

別方面均無顯著差異（β31 = 0.00, SE = 0.01, p = .79; β32 = 0.02, SE = 0.01, p = .24）。 

如圖 1 所示，當學習興趣為全體平均水準時，三年級女生的數學成就從學年期初的 0.64 個

邏輯斯先略降再進步至期末的 0.80 個邏輯斯，而三年級男生的數學成就則緩降至期末的 0.52 個

邏輯斯；四年級女生的數學成就從學年期初的 0.64 個邏輯斯先下降再略升至期末的 0.56 個邏輯

斯，而四年級男生的數學成就則持續下降至期末的 0.28 個邏輯斯。當學習興趣高於全體平均 1

分，以四年級女生為例，可促使其期末的數學成就從 0.56 個邏輯斯提高至 0.58 個邏輯斯。 

簡言之，考量學習興趣對數學成就的影響，全體學生無論三、四年級或男、女生的數學成

就皆有相同的起始狀態，然而在一個學年期間，國小三年級的數學成就成長率顯著高於四年級，

女生的數學成就成長率顯著高於男生。整體而言，數學成就的增幅三年級女生 0.16 個邏輯斯＞

四年級女生0.08 個邏輯斯＞三年級男生0.12 個邏輯斯＞四年級男生0.36 個邏輯斯。無論三、

四年級或男、女生的學習興趣提升高於平均 1 分，皆能增加其數學成就 0.02 個邏輯斯。 
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表 5 

影響數學成就成長率之成長模型分析結果摘要 

影響模型 學習興趣 學習自信 學習興趣和學習自信 

固定效果參數 係數（標準誤） 係數（標準誤） 係數（標準誤） 

數學成就起始狀態 π0    

 截距 β00    0.64（0.04）***    0.75（0.05）***    0.74（0.05）*** 

 年級（三）β01   0.03（0.05）   0.05（0.06）   0.05（0.06） 

 性別（男）β02    0.05（0.05）   0.03（0.06）    0.01（0.06） 

數學成就成長率 π1    

 截距 β10   0.16（0.05）**   0.25（0.05）***   0.23（0.06）*** 

 年級（三）β11   0.07（0.07）   0.05（0.07）   0.06（0.08） 

 性別（男）β12    0.09（0.07）    0.16（0.07）*    0.12（0.07） 

數學成就加速度 π2    

 截距 β20    0.06（0.02）**    0.06（0.02）**    0.05（0.02）** 

 年級（三）β21    0.06（0.03）*    0.06（0.03）*    0.06（0.03）* 

 性別（男）β22   0.07（0.03）*   0.07（0.03）*   0.06（0.03）* 

學習興趣成長率 π3    

 截距 β30    0.02（0.01）#    0.02（0.01） 

 年級（三）β31    0.00（0.01）     0.01（0.02） 

 性別（男）β32    0.02（0.01）     0.04（0.02）* 

學習自信成長率 π4    

 截距 β40     0.05（0.01）***    0.07（0.02）*** 

 年級（三）β41    0.01（0.02）   0.02（0.02） 

 性別（男）β42    0.01（0.02）   0.04（0.02）* 

隨機效果參數 變異數 變異數 變異數 

截距 γ0    0.06***    0.06***    0.06*** 

層一誤差 e    0.08    0.08    0.08 

離異數 1350.81 1334.14 1347.23 

*** p < .001. ** p < .01. * p < .05. # p = .05. 
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圖 1  學習興趣對數學成就成長率之影響 

（二）學習自信對數學成就成長率之影響 

根據表 5 學習自信一欄的結果顯示，考量學習自信對數學成就的影響後，數學成就的調整

平均起始值為 0.75 個邏輯斯（SE = 0.05, p < .001），在年級和性別方面則無顯著差異（β01 = 0.05, 

SE = 0.06, p = .38; β02 = 0.03, SE = 0.06, p = .63）。數學成就的調整平均成長率呈現下降趨勢，於

第一學期期末較起始值減少 0.19 個邏輯斯，第二學期期末較起始值減少 0.26 個邏輯斯（β10 = 

0.25, SE = 0.05, p < .001; β20 = 0.06, SE = 0.02, p = .01）。三年級學生的數學成就成長加速度較四

年級高 0.06 個邏輯斯（SE = 0.03, p = .03），使得三年級學生的數學成就於第一學期期末較起始

值減少 0.13 個邏輯斯，第二學期期末則較起始值減少 0.02 個邏輯斯。男生的數學成就成長率較

女生高 0.16 個邏輯斯（SE = 0.07, p = .03），成長加速度較女生低 0.07 個邏輯斯（SE = 0.03, p 

= .01），使得男生的數學成就於第一學期期末較起始值減少 0.10 個邏輯斯，第二學期期末則較

起始值減少 0.22 個邏輯斯。若學習自信提升且最終高於全體平均 1 分，可使數學成就增加 0.05

個邏輯斯（SE = 0.01, p < .001），而且在年級和性別方面均無顯著差異（β31 = 0.01, SE = 0.02, p 

= .46; β32 = 0.01, SE = 0.02, p = .59）。 
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如圖 2 所示，當學習自信為全體平均水準時，三年級女生的數學成就從學年期初的 0.75 個

邏輯斯先降後升至期末的 0.73 個邏輯斯，而三年級男生的數學成就則略降後升至期末的 0.77 個

邏輯斯；四年級女生的數學成就從學年期初的 0.75 個邏輯斯持續下降至期末的 0.49 個邏輯斯，

而四年級男生的數學成就亦持續下降至期末的 0.53 個邏輯斯。當學習自信高於全體平均 1 分，

以四年級女生為例，可促使其期末的數學成就從 0.49 個邏輯斯提高至 0.54 個邏輯斯。 

簡言之，考量學習自信對數學成就的影響，全體學生無論三、四年級或男、女生的數學成

就皆有相同的起始狀態，然而在一個學年期間，國小三年級的數學成就成長率顯著高於四年級，

男生的數學成就成長率顯著高於女生。整體而言，數學成就的增幅三年級男生 0.02 個邏輯斯＞

三年級女生0.02 個邏輯斯＞四年級男生0.22 個邏輯斯＞四年級女生0.26 個邏輯斯。無論三、

四年級或男、女生的學習自信提升高於平均 1 分，皆能增加其數學成就 0.05 個邏輯斯。 

 

圖 2  學習自信對數學成就成長率之影響 

（三）學習興趣和學習自信對數學成就成長率之影響 

根據表 5 學習興趣和學習自信一欄的結果顯示，考量學習興趣和學習自信對數學成就的影

響後，數學成就的調整平均起始值為 0.74 個邏輯斯（SE = 0.05, p < .001），在年級和性別方面則

無顯著差異（β01 = 0.05, SE = 0.06, p = .45; β02 = 0.01, SE = 0.06, p = .93）。數學成就的調整平均
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成長率呈現下降趨勢，於第一學期期末較起始值減少 0.18 個邏輯斯，第二學期期末較起始值減

少 0.26 個邏輯斯（β10 = 0.23, SE = 0.06, p < .001; β20 = 0.05, SE = 0.02, p = .01）。三年級學生的

數學成就成長加速度較四年級高 0.06 個邏輯斯（SE = 0.03, p = .03），使得三年級學生的數學成

就於第一學期期末較起始值減少 0.12 個邏輯斯，第二學期期末則較起始值減少 0.02 個邏輯斯。

男生的數學成就成長加速度較女生低 0.06 個邏輯斯（SE = 0.03, p = .02），使得男生的數學成就

於第一學期期末較起始值減少 0.24 個邏輯斯，第二學期期末則較起始值減少 0.50 個邏輯斯。若

學習興趣提升且最終高於全體平均 1 分，可使男生的數學成就增加 0.04 個邏輯斯（SE = 0.02, p 

= .01），但在女生（β30 = 0.02, SE = 0.01, p = .08）和年級方面無顯著差異（β31 = 0.01, SE = 0.02, 

p = .42）。若學習自信提升且最終高於全體平均 1 分，可使女生的數學成就增加 0.07 個邏輯斯

（SE = 0.02, p < .001），男生的數學成就增加 0.03 個邏輯斯（β31 = 0.04, SE = 0.02, p = .045），但

在年級方面無顯著差異（β31 = 0.02, SE = 0.02, p = .22）。 

如圖 3 所示，當學習興趣和學習自信為全體平均水準時，三年級女生的數學成就從學年期

初的 0.74 個邏輯斯先降後升至期末的 0.72 個邏輯斯，而三年級男生的數學成就則下降至期末的

0.48 個邏輯斯；四年級女生的數學成就從學年期初的 0.74 個邏輯斯下降至期末的 0.48 個邏輯

斯，而四年級男生的數學成就則持續下降至期末的 0.24 個邏輯斯。當女生的學習自信增加高於

全體平均 1 分，以四年級女生為例，可促使其期末的數學成就從 0.48 個邏輯斯提高至 0.55 個邏

輯斯。當男生的學習興趣、學習自信、或兩者皆增加高於全體平均 1 分，以四年級男生為例，

可促使其期末的數學成就從 0.24 個邏輯斯分別提高至 0.28、0.27 和 0.31 個邏輯斯。 

簡言之，考量學習興趣和學習自信隨時間對數學成就的影響，提升學習興趣或學習自信的

成長率，會提高數學成就成長率，且有年級和性別差異。全體學生無論三、四年級或男、女生的

數學成就皆有相同的起始狀態，且在一個學年期間呈現下降趨勢，惟國小三年級的數學成就成

長率顯著高於四年級，女生的數學成就成長率顯著高於男生，最終數學成就的降幅三年級女生

0.02 個邏輯斯＜三年級男生0.26 個邏輯斯＝四年級女生0.26 個邏輯斯＜四年級男生0.50 個

邏輯斯。無論三、四年級，女生的學習自信提升高於平均 1 分，可增加其數學成就 0.07 個邏輯

斯，男生的學習興趣、學習自信提升高於平均 1 分，可分別增加其數學成就 0.04、0.03 個邏輯

斯。 
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圖 3  學習興趣和學習自信對數學成就成長率之影響 

肆、討論與建議 

本研究於一個學年期間追蹤國小三、四年級 672 位學生的學習興趣、學習自信和數學成就，

結果顯示：（1）學習興趣、學習自信和數學成就有各自獨特的成長曲線。學習興趣和學習自信

均呈現下滑趨勢，學習興趣的降幅大於學習自信，三年級的起始水準均高於四年級，此外男生

的學習自信起始水準又高於女生。數學成就呈現上升趨勢，在相同的起始水準，三年級和男生

的增幅大於四年級和女生。（2）考量學習興趣和學習自信隨時間對數學成就的影響，提升學習

興趣或學習自信的成長率會提高數學成就成長率。以學習興趣為預測變項時，三年級和女生的

數學成就增幅大於四年級和男生，且僅三年級女生的數學成就為正成長；無論年級或性別，提

高學習興趣皆能促進數學成就。以學習自信為預測變項時，三年級和男生的數學成就增幅大於

四年級和女生，且僅三年級男生的數學成就為正成長；無論年級或性別，提高學習自信皆能促

進數學成就。同時以學習興趣和學習自信為預測變項時，三年級和女生的數學成就增幅大於四

年級和男生，但最終僅三年級女生的數學成就略為持平，其餘數學成就皆明顯下滑；當男生提
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高學習興趣或學習自信，女生提高學習自信，皆能促進數學成就。 

本研究為國內外少有同時探討中年級學生的學習興趣、學習自信與數學成就之縱貫性研究，

結果顯示成就動機相關理論亦適用於高成就卻低情意的學習發展狀態。研究結果呼應 Gaspard

等人（2020）國中小階段的學習興趣（內在價值）和學習自信（自我概念）均呈現下滑趨勢，且

學習興趣的降幅大於學習自信。亦呼應 Soland（2019）的縱貫分析，數學自我效能和數學成就

有各自獨特的成長曲線，且台灣學生更從五年級提前至三年級開始，學習自信（自我效能）逐

漸下降而數學成就漸次上升，然而，若提升學習自信則可增進數學成就的成長率。亦類似國內

外五年級至中學期間的交互模型分析結果（龔心怡、李靜儀，2016; Arens et al., 2020; Marsh et al., 

2018; Sewasew et al., 2018），本研究更延伸呈現了三、四年級的學習興趣和學習自信皆能正向預

測數學成就之證據，且與臺灣中學生相同的是，當考量學習自信（自我概念）對數學成就的影

響時，存有性別差異（龔心怡、李靜儀，2016）。洪碧霞與林素微（2017）呈現了不同目標取向

的四年級學生有不同的數學成就成長趨勢，而本研究檢驗了三、四年級學習興趣和學習自信隨

時間發展及其對數學成就有不同程度的增進效果，且有性別差異。 

本研究結果為國內的橫斷性研究（余民寧等人，2018；余民寧、韓珮華，2009；李君柔、王

美娟，2013；高若喬，2021；張芳全，2010；陳敏瑜、游錦雲，2013）提供更多縱貫證據。例如

在高若喬（2021）的研究中，六年級學生數學素養表現沒有性別差異，此外，臺灣四年級學生歷

屆 TIMSS 數學成就表現亦沒有顯著的性別差異（林碧珍，2018; Mullis et al., 2020），與本研究

三、四年級男女學生的數學成就皆有相同的起始水準的橫斷狀態是一致的，然而，經由縱貫性

資料成長模型分析，本研究顯示三年級和男生的數學成就成長率其實有別於四年級和女生。陳

敏瑜與游錦雲（2013）同時分析學習自信、學習興趣（和內在價值）、以及實用價值對八年級學

生數學成就的影響時，學習興趣（和內在價值）的直接效果未達顯著，而在張芳全（2010）的分

析中，較高的學習興趣和學習自信會有較高的數學成就，女生的數學成就較男生高，男生的學

習興趣和學習自信皆較女生高，本研究則進一步同時分析不同性別或年級之學習興趣和學習自

信隨時間對中年級學生數學成就的影響，結果顯示學習興趣和學習自信皆能正向預測數學成就

成長率。 

根據本研究結果，建議我國中年級數學教育值得加以關注的三個面向：（1）中年級學生的

學習自信和數學成就的個別發展已有男生優勢，與余民寧等人（2018）和林碧珍（2018）指出國

小階段學習動機和數學成就無性別差異的結果不同。可從社會認知論的教學、家庭或社會環境

（Bandura, 1986; Schunk & DiBenedetto, 2020），情境式期望價值論的任務價值、個人和社會認同

（Eccles & Wigfield, 2020），或成長心態（Degol et al., 2018; Dweck, 2007）等面向，再探究是否

有刻板印象或固定思維等因素或價值觀，侷限了學生數學情意與能力的發展，從而影響未來進
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階課程、科系和職業的選擇（Gaspar et al., 2020）。（2）三、四年級學生的學習興趣和學習自信

皆持續下滑，且學習興趣的降幅大於學習自信。可從自我決定論（Gnambs & Hanfstingl, 2016; 

Ryan & Deci, 2020）或情境式期望價值論的角度思考，是否因為學校或教師在學生學習數學時，

未能給予學生足夠的心理需求支持或完成任務的樂趣，影響學生的內在動機和學習興趣。（3）

同時考量學習興趣和學習自信的發展及其對數學成就成長率的影響時，三年級男生和四年級學

生的數學成就呈現明顯下滑。可從自我決定論、情境式期望價值論、社會認知論、和成長心態

等理論基礎，發展提升學習興趣和學習自信的有效策略，例如建立良好師生關係、給予適性的

教學方式、多元的情境任務、鼓勵成長心態、突破刻板印象的學習環境（余民寧、韓珮華，2009；

李君柔、王美娟，2013; Dweck, 2007; Eccles & Wigfield, 2020; Ryan & Deci, 2020; Schunk & 

DiBenedetto, 2020），或師法新加坡等國政策或方案（劉春初等人 2019），增進學生的數學情意與

學習效率。 

最後，本研究第一波次闕漏較多學習興趣和學習自信的樣本，雖然以 HLM 成長模型克服資

料限制，未來研究可在足夠樣本時，增加第三個學校或班級階層，分析學校或班級變項（如學

校規模、城鄉、班級平均學習成就）的影響，亦可以改採結構方程模式，檢驗三、四年級學習興

趣、學習自信和數學成就的因果關係與互惠效果（Sewasew et al., 2018）。未來研究亦可調查合

作學校教師的教學方式，或以準實驗方式進行教學介入方案，具體分析不同教學方式或教學方

案對學生學習興趣、學習自信和數學成就的影響與成效。 
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附錄一：數學學習興趣和學習自信問卷題目 

 

 

 
非

常

不  

同

意  

不  

同

意  

還

好  

同

意  

非

常

同

意  

1. 你 同 不 同 意 下 列 關 於 學 習 數 學 的 敘 述 ？       

 1) 我 很 喜 歡 學 習 數 學  1 2 3 4 5 

 2) 我 希 望 我 不 用 學 數 學  1 2 3 4 5 

 3) 數 學 很 無 趣  1 2 3 4 5 

 4) 我 在 數 學 中 學 到 許 多 有 趣 的 事  1 2 3 4 5 

 5) 我 喜 歡 數 學  1 2 3 4 5 

 6) 我 喜 歡 做 任 何 和 數 字 有 關 的 學 校 作 業  1 2 3 4 5 

 7) 我 喜 歡 解 決 數 學 問 題   1 2 3 4 5 

 8) 我 期 待 、喜 歡 上 數 學 課  1 2 3 4 5 

 9) 數 學 是 我 特 別 喜 愛 的 科 目 之 一  1 2 3 4 5 

2. 你 同 不 同 意 下 列 關 於 數 學 的 敘 述 ？       

 1) 我 在 數 學 方 面 通 常 表 現 不 錯  1 2 3 4 5 

 2) 
和 班 上 許 多 同 學 比 起 來 ， 數 學 對 我 來 說 是

比 較 困 難 的  

1 2 3 4 5 

 3) 我 只 有 數 學 不 好  1 2 3 4 5 

 4) 與 數 學 有 關 的 事 我 學 得 很 快  1 2 3 4 5 

 5) 數 學 讓 我 緊 張 或 害 怕  1 2 3 4 5 

 6) 我 很 會 解 決 困 難 的 數 學 問 題  1 2 3 4 5 

 7) 老 師 說 我 的 數 學 能 力 很 好  1 2 3 4 5 

 8) 和 其 他 科 目 比 起 來 ， 我 覺 得 數 學 比 較 難   1 2 3 4 5 

 9) 數 學 讓 我 覺 得 頭 痛 、 困 惑 、 讀 不 懂  1 2 3 4 5 
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附錄二：零模型方程式 

（一）學習興趣為依變項 

 階層 1：隨時間變化 

    學習興趣 ti = π0i + e ti 

 階層 2：學生固定變項 

    π0i = β00 + γ0i 

（二）學習自信為依變項 

 階層 1：隨時間變化 

    學習自信 ti = π0i + e ti 

 階層 2：學生固定變項 

    π0i = β00 + γ0i 

（三）數學成就為依變項 

 階層 1：隨時間變化 

    數學成就 ti = π0i + e ti 

 階層 2：學生固定變項 

    π0i = β00 + γ0i 

附錄三：個別之成長模型方程式 

（一）學習興趣為依變項 

 階層 1：隨時間變化 

    學習興趣 ti = π0i + π1i 時間 ti + e ti 

 階層 2：學生固定變項 

    π0i = β00 + β01 年級 i + β02 性別 i + γ0i 

    π1i = β10 + β11 年級 i + β12 性別 i  

（二）學習自信為依變項 

 階層 1：隨時間變化 

    學習自信 ti = π0i + π1i 時間 ti + e ti 

 階層 2：學生固定變項 

    π0i = β00 + β01 年級 i + β02 性別 i + γ0i 

    π1i = β10 + β11 年級 i + β12 性別 i  

（三）數學成就為依變項 

 階層 1：隨時間變化 

    數學成就 ti = π0i + π1i 時間 ti + π2i 時間 2
ti + e ti 

 階層 2：學生固定變項 

    π0i = β00 + β01 年級 i + β02 性別 i + γ0i 

    π1i = β10 + β11 年級 i + β12 性別 i  

    π2i = β20  
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附錄四：影響數學成就成長率之成長模型方程式 

（一）學習興趣為自變項，數學成就為依變項 

 階層 1：隨時間變化 

    數學成就 ti = π0i + π1i 時間 ti + π2i 時間 2
ti + π3i 學習興趣 ti + e ti 

 階層 2：學生固定變項 

    π0i = β00 + β01 年級 i + β02 性別 i + γ0i 

    π1i = β10 + β11 年級 i + β12 性別 i  

    π2i = β20 + β21 年級 i + β22 性別 i 

    π3i = β30 + β31 年級 i + β32 性別 i 

（二）學習自信為自變項，數學成就為依變項 

 階層 1：隨時間變化 

    數學成就 ti = π0i + π1i 時間 ti + π2i 時間 2
ti + π3i 學習自信 ti + e ti 

 階層 2：學生固定變項 

    π0i = β00 + β01 年級 i + β02 性別 i + γ0i 

    π1i = β10 + β11 年級 i + β12 性別 i  

    π2i = β20 + β21 年級 i + β22 性別 i 

    π3i = β30 + β31 年級 i + β32 性別 i 

（三）學習興趣和學習自信為自變項，數學成就為依變項 

 階層 1：隨時間變化 

    數學成就 ti = π0i + π1i 時間 ti + π2i 時間 2
ti + π3i 學習興趣 ti  

                   + π4i 學習自信 ti + e ti 

 階層 2：學生固定變項 

    π0i = β00 + β01 年級 i + β02 性別 i + γ0i 

    π1i = β10 + β11 年級 i + β12 性別 i  

    π2i = β20 + β21 年級 i + β22 性別 i 

    π3i = β30 + β31 年級 i + β32 性別 i 

    π4i = β40 + β41 年級 i + β42 性別 i 
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Journal of Mathematics Teachers. 5, 21-34. doi: 10.6610/ETJMT.20060301.04 ”

的作者應以“(Author, Year)”引用該文，參考文獻則以“Author (Year). 

Taiwan Journal of Mathematics Teachers.”表示。 

玖、 文稿透過線上投稿系統（http://tjme.math.ntnu.edu.tw）方式投遞。當文稿被接受，

作者需在本刊提供的著作財產權讓與同意書上簽名，以掃描檔或紙本方式寄回。

作者應負論文排版完成後的校對之責。被接受刊登之文稿，作者需提供文獻之

doi，以及中文參考文獻之英譯資料。被接受刊登的英文文稿，作者需自行負責

檢查文稿中的用詞、語法、拼寫、含意和邏輯的正確性，編輯委員僅負責格式上

之校對。 

壹拾、 期刊助理聯絡郵箱：TJME.taiwan@gmail.com 

  

http://dx.doi.org/10.6610%2fETJMT.20110301.01
http://www.wunanbooks.com.tw/publisher.aspx?uid=C245
http://dx.doi.org/10.6610%2fETJMT.20060301.04
mailto:TJME.taiwan@gmail.com


《臺灣數學教育期刊》研究論文撰寫體例 

2013.04.03 編審委員會會議通過 

2013.09.27 編審委員會會議修訂通過 

2014.09.04 編審委員會會議修訂通過 

2017.03.17 編審委員會會議修訂通過 

 

本期刊原則上依循美國心理學會（American Psychological Association）的撰寫格式，

中文文稿請參考下面的說明或本刊已發表的文稿，若為英文撰寫之文稿、引用英文文獻

以及數學符號、公式等請參考 APA 第六版出版手冊。文稿請使用 Microsoft Word 98 以

上之繁體中文文書軟體處理。除另有規定外，中文字型一律採用新細明體，英文字型一

律為 Times New Roman。 

壹、 撰稿格式 

一、投稿除需要附上作者基本資料表檔案外，中文稿件內容依序為中文摘要頁（含關鍵

字）、英文摘要頁（含關鍵字）、正文（包括圖、表、附註、誌謝、參考文獻）以

及附錄（若無必要可省略）；英文稿件之撰寫順序相同，唯中英文摘要頁位置對調。 

二、稿件版面以單欄版面橫向印列的A4規格紙張，上下左右各留2.5公分空白，除基本

資料表頁外每頁需加註頁碼。文稿字數（包含摘要、正文、圖表、附註、參考文獻、

附錄等）中文以20,000字為上限，英文以10,000字為上限。 

三、中文摘要頁內容包括論文題目（粗體20級字、置中）、摘要（不分段，限500字以

內）、與關鍵字（以五個為上限，並依筆畫順序由少到多排列）。 

四、英文摘要頁內容包括論文題目（bold, 20 pt, central），並附英文摘要（不分段，限

300字以內）及英文關鍵字（字詞及順序須與中文關鍵字相對應）。 

五、除各項標題、表之註記與另起一段之引文外，內文不分中英文均為12級字，單行行

距。 

六、除另有規定外，中文字型一律採用新細明體，標點符號及空白字為全形字；英文字

型一律為Times New Roman。 

i. 本期刊為雙向匿名審查，除基本資料表外，不得出現作者姓名或任何足以辯識

作者身份之資料。匿名的參考格式為： 

(一) 若本文引用作者已發表之文章，須以「（作者，西元年）」或“(Author, Year)”；

若引用作者已發表之文章不只一篇，則以「（作者，西元年a）、（作者，

西元年b）、……」或“(Author, Year a)、(Author, Year b) 、……”的中文作

者姓氏筆畫順序以及外文作者姓氏字母順序排列。 

(二) 若在參考文獻中則以「作者（西元年），期刊刊名。」或「作者（西元年），

書名。」、「作者（西元年）。編者，書名。」或“Author (Year). Title of 

Periodical.”表示。 



引用文獻中包含一位以上的投稿文章作者，其所有著作皆須遵守上述規範。 

範例1：「林妙鞠、楊德清（2011）。故事融入小一弱勢學生之補救教學研究。

台灣數學教師(電子)期刊，25，1-16。」一文的作者欲引用該文，文中

應以「（作者，西元年）」表示，參考文獻則以「作者（西元年）。台

灣數學教師(電子)期刊。」表示。 

範例2：「李源順（2009）。三階段輔導模式 - 以數學學習領域為例。收錄於

鍾靜和楊志強（主編），優質實習輔導教師的增知賦能（pp.141-157）。

臺北市：國立臺北教育大學。」一文的作者欲引用該文，文中應以「（作

者，西元年）」表示，參考文獻則以「作者（西元年）。收錄於鍾靜和

楊志強（主編），優質實習輔導教師的增知賦能。」 

範例3：“Chang S. L., & Lin, F. L. (2006). Investigations into an elementary school 

teacher's strategies of advancing children’s mathematical thinking. Taiwan 

Journal of Mathematics Teachers. 5, 21-34.”的作者應以“(Author, Year)”

引用該文，參考文獻則以“Author (Year). Taiwan Journal of Mathematics 

Teachers.”表示。 

貳、 正文 

一、正文原則上包括「緒論」、「文獻探討」、「方法」、「結果」、「討論」與「參

考文獻」等六部分，「緒論」含研究動機與目的、假設或研究問題等內容。前述格

式為原則性規定，作者可依論文性質斟酌改變。 

二、標題的層次、選用次序與字體為： 

 

壹、16級字、粗體、置中 

一、14級字、粗體、靠左對齊 

(一)12級字、粗體、靠左對齊 

1. 12級字、粗體、靠左對齊 

(1)內縮1.5字元、12級字、粗體、靠左對齊 

A.內縮1.5字元、12級字、底線、靠左對齊 

http://www.wunanbooks.com.tw/publisher.aspx?uid=C245


1. 第一級標題為「緒論」、「文獻探討」、「方法」、「結果」、「討論」與「參考

文獻」等，各層次標題選用次序為：壹、一、(一)、1、(1)、A 最多以六個層次

為原則。 

2. 第一、二、三、四、五層次標題請使用粗體。 

3. 第一層次標題使用 16 級字，第二層次標題使用 14 級字，其餘 12 級字。 

4. 第一層次標題置中，其餘靠左對齊。 

5. 第一、二、三層次標題為單行間距，並與前後段距離均為 1 行；第四、五、六層

次標題為 12 點最小行高，並與前後段距離均為 0.5 行。 

6. 第五、六層次標題內縮 1.5 字元，而第六層次標題加上底線。 

7. 標題請用字簡明，勿用句號或冒號。若逢頁尾最後一行，應移至次頁首行。 

三、英文統計符號須用斜體字，例如F(1, 53) = 10.03, t, F, M, SD, N, r, p等。希臘字母則

不要斜體，例如：α, β, ε, η。 

四、資料分析結果的有效位數須全文一致。恆小於「1」的數值，例如KR20, α, p等統計

數值的個位數字「0」請省略。 

五、文獻資料的引用一律採取文內註釋。引用文獻時，必須有作者姓名（中文作者姓名

全列，英文作者僅列姓氏）及論文年份（中文文獻及英文文獻均使用西元年份）。

相同作者在同一段中重複被引用時，第一次須寫出年代，第二次以後，在不造成混

淆的情況下年代可省略。若在不同段落中重複引用時，則仍須完整註明。本文中引

用之文獻必須在參考文獻中列出。文獻引用格式於下： 

1. 當作者為一人時，格式為作者（年代）或（作者，年代）、Author (Year)或(Author, 

Year)。 

2. 當作者為二人時，每次引用均須列出全部作者，在行文中，以「與」連接；在括

號和參考文獻中，中文以頓號「、」，西文以“&”連接。格式為作者 1 與作者 2

（年代）或（作者 1、作者 2，年代）、Author 1 與 Author 2 (Year)或(Author 1 & 

Author 2, Year)。 

3. 當作者為三至五人時，第一次引用時所有作者均須列出，第二次以後僅需寫出

第一位作者並加「等」字或“et al.”。在同一段落中重複引用時，第一次須完整註

明，第二次以後僅需寫出第一位作者再加「等」字或“et al.”，可省略年代。若在

不同段落中重複引用，則僅需寫出第一位作者再加「等」字或“et al.”，但仍需註

明年代。 

4. 當作者為六人以上時，每次引用都只列第一位作者並加「等」字或“et al.”。 

5. 當作者或作者之一為機構時，第一次引用應寫出機構全名，並以中括號註明慣

用之簡稱，第二次之後即可使用簡稱替代，並依上述一至四點處理。例如：行政

院國家科學委員會（國科會，2011）或（行政院國家科學委員會[國科會]，2011）、

National Science Council (NSC, 2011)或(National Science Council [NSC], 2011)。 



6. 當文獻為翻譯作品時，以原作者為主要作者，中文翻譯的文獻須註明原著出版

年代，接續註明譯者姓名與譯本出版年代，作者與譯者之人數及其引用格式的

規範與一般作者相同。英文翻譯文獻則僅須註明原著出版年代和譯本之出版年

代，中間以斜線區隔，不須註明譯者姓名，作者人數及其引用格式的規範與一般

作者相同。例如：Skemp (1987/1995)。 

7. 當西文作者同姓時，須引用全名，且採「名在前姓在後」方式書寫。例如：A. J. 

Bishop (1985)和 E. Bishop (1970) 都認為……。 

8. 在同一括號內同時引用多位作者的文獻時，依作者姓名筆畫（英文用字母）排

序；若同時有中英文作者，則先列中文作者。不同作者之間用分號分開，相同作

者不同年代之文獻用逗號隔開年代。 

9. 在文章中引用同一作者在同一年的多篇著作時，應在年代後加註 a, b, c……以茲

區別。 

10. 當引用文獻需標出頁數時，西文單頁為“p.”、兩頁以上為“pp.”，中文則以「頁」

表示。例如：（洪萬生，2006，頁 167）、(Dubinsky, 1991, p. 102)、(Heath, 1956, 

pp. 251-252)。 

11. 當引用之觀念或陳述，來自第二手資料時，應將原始資料和第二手資料同時註

明。在括號中首先列出原始作者與年代，接續中文以「引自」，西文以“as cited 

in”註明第二手資料之作者與年代，並說明出處頁碼。例如：（Garner, 1988，引

自蘇宜芬、林清山，1992，頁 246）、Peirce (1968, as cited in Sáenz-Ludlow, 2002, 

p. 289) 

12. 引文超過中文 80 字（西文 40 字），則須另起一段，並改為標楷體 10 級字，左

右縮排 2 字元，與正文間前後空一行，且在引文前後無需用引號。例如： 

 

Schoendfeld (1992, p.335) 有一段話可以用來討論： 

 

數學從其創生之始就是一種社會活動，在此活動中一群訓練有素的實踐者（數

學科學家）從事組型的科學──基於觀察、研究和實驗，有系統地試圖要決定一

個公理化或理論化之系統中的規律的性質和原理（此為純數學），或者從實在

世界物體中抽象出來之系統的模式（此為應用數學）。數學的工具是抽象、符

號表徵、和符號操作。然而學會運用這些工具，其意義乃謂一個人以數學方式

思考而非如一個工匠使用工具。以數學的方式思考就是：（1）形成數學觀點

──珍視數學與抽象的歷程，並偏愛其應用，（2）發展此學科的工具的能力，

並應用這些工具以協助我們理解結構──數學的建構意義（mathematical sense-

making）。 



六、圖與表格： 

1. 圖下方應置中書明圖序及圖之標題；表格上方應置中書明表序及表名，圖表序

號均使用阿拉伯數字，且圖表序與圖名之間空一個中文字（或 2 個英文字母）。

各圖表之標題及說明宜精簡，但不宜精簡至看正文才能知此圖的訊息。 

2. 表格之製作以簡明清楚、方便閱讀為原則，頂端與底端採用粗線(1.5pt)繪製，中

間與兩邊不必畫線。表序須配合正文以阿拉伯數字加以編號，並書明表之標題。 

3. 每一個圖表的大小以不超過一頁為原則，如超過時，須在續表之表序後加上（續）

/ (continued)，但無須重現標題，如：表 1（續）或 Table 1 (continued).。 

4. 圖與表格應配合正文出現，與前後段空一行間距。圖及表格內容若有解釋的必

要，可作註記。註記與圖表之左邊界切齊，列在圖、表之下方，每註另起一行，

按編號順序排列。 

七、誌謝與附註： 

1. 誌謝應力求簡短扼要，置於正文之後。誌謝二字為 16 級字、粗體、置中。誌謝

文另行起、第一行內縮 2 字元、12 級字。 

2. 附註應置於參考文獻之前，每項附註均另起一行，並以阿拉伯數字編號，依順序

排列。 

參、 參考文獻 

一、正文中引用過之文獻，必須全部列舉在參考文獻內，且不得列出未引用之文獻，接

受刊登之論文，作者應另提供中文參考文獻之英譯資料。 

二、每個作者第一行由第一格開始寫，第二行中文內縮三個字；英文內縮六個字母。中

文參考文獻先寫作者姓名（年代），再用「。」接續「篇名」，「。」後再寫「期

刊名稱」或「書名」以及「頁碼」。中文參考文獻「書名」或「期刊名及卷數」以

粗體表示，其餘（含期數）維持標準樣式。英文參考文獻先寫作者姓名（年代），

再用「.」接續「篇名」，「.」後再寫「期刊名稱」或「書名」以及「頁碼」。英文

參考文獻「書名」或「期刊名及卷數」以斜體表示，其餘（含期數）維持標準樣式。

即： 

作者（年代）。文章篇名。期刊刊名粗體，卷粗體 (期若無則可省略)，xxx-xxx。 

Author, A. A. (Year). Title of article. Title of Periodical斜體, volume斜體 (issue若無則可省略), xxx-

xxx. 

三、各種不同形式的中英文參考文獻的格式如下： 

1. 期刊 

中文格式：作者（年代）。文章篇名。期刊刊名，卷 (期)，xxx-xxx。 

英文格式：Author, A. A. (Year). Title of article. Title of Periodical, volume(issue), 

xxx-xxx. 



2. 書籍 

中文格式：作者（年代）。書名（版次若有須註記）。出版地：出版者。 

英文格式：Author, A. A. (Year). Title of book (Edition). Location: Publisher. 

3. 編輯著作：中文編輯著作以編者之姓名起始，其後以「編」、「編著」等標示其

著作方式，以資區別。英文編輯著作以編者之姓氏起始，其後則為編者名字的縮

寫，再加上“Ed.”、“Eds.”、或“Comp.”，以資區別其著作方式。 

中文格式：編者編（年代）。書名（冊次若無則可省略）。出版地：出版者。 

英文格式：Editor, A. A. (Ed.). (Year). Title (Volume若無則可省略). Location: Publisher. 

4. 翻譯作品 

中文格式：原作者（譯本出版年）。翻譯書名（譯者譯）。出版地：出版者。

（原作出版於xxxx年） 

英文格式：Author, A. A. (Year). Title (B. B. Translator, Trans.). Location: 

Publisher. (Original work published Year). 

5. 書中的文章 

中文格式：作者（年代）。文章名稱。收錄於編著姓名（編著），書名（冊次

若無則可省略，頁xx-xx）。出版地：出版者。 

英文格式：Author, A. A. (Year). Title of article. In B. B. Editor (Ed.), Title of Book 

(Edition若無則可省略, pp. xx-xx). Location: Publisher. 

6. 研究計畫報告：若引述的報告是取自 ERIC (the Educational Resources Information 

Center)或 NTIS (the National Technical Information Service)，則在最後須以括號

註明 ERIC 或 NTIS 的編號。 

中文格式：作者（年代）。報告名稱（報告編號若無則可省略）。出版地：出版者。 

英文格式：Author, A. A. (Year). Title of report (Report No.若無則可省略). Location: 

Publisher. 

7. 研討會發表之論文（未出版） 

中文格式：作者（年，月）。論文標題。發表於會議名稱。會議地點：舉辦單

位若無則可省略。 

英文格式：Author, A. A. (Year, month). Title of paper. Paper presented at the Title 

of the Symposium. Location, Country. 

8. 未出版之學位論文 

中文格式：作者（年代）。論文名稱。未出版之博／碩士論文，學校暨研究所

名稱，大學所在地。 

英文格式：Author, A. A. (Year). Title of doctoral dissertation/master thesis. 

Unpublished doctoral dissertation/master thesis, Name of 

University, Location. 



9. 網路資源 

中文格式：作者若無則可省略（年月日若無則可省略）。網頁標題。檢自URL。 

英文格式：Author, A. A. (Year, month day若無則可省略). Title of webpage. Retrieved 

from URL. 

 

  



《臺灣數學教育期刊》投稿基本資料表 

篇名 
(中文)  
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