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主編的話 

近年國際數學成就與素養評比發現，臺灣中學生在數學知識的認知與

技巧方面表現不俗，但情意態度明顯低落。原因之一可能是大部分學生只認

識數學的工具性角色，沒有機會體驗它的社會性與文化面向的內涵，導致無

法察覺數學在個人生涯與社會發展中所能發揮的價值。因此十二年國民基

本教育數學課程領域綱要呼籲必須認識數學的文化面向，因為這不僅有助

於讓數學學習從工具性層次延伸到智識性層次，也更彰顯數學知識的人文

價值。本次「數學文化與教育」專刊的目的即在回應上述訴求。本期專刊共

刊登三篇研究論文和一篇「學術瞭望」。 

數學是人類的一種次文化，劉柏宏在「數學人文教案培養數學文化素養

之理論探討與反思」一文中提出與詮釋數學文化的兩大構面：「文化中的數

學」和「數學中的文化」，並建構出一套數學文化素養的學習內容指標與學

習表現指標。根據這架構，文章中介紹「費波納西數列」和「霍爾問題」兩

份教案說明如何藉由布題逐步引導學生從事數學與機率思考，以達成學習

內容與學習表現指標。經過教學現場的實際觀察與探究發現，雖然由於時間

關係，國中生未能充分體驗歸納思考的過程，但透過數列的自我創作，他們

獲得極高的成就感。而與條件機率相關的「霍爾問題」則呈現兩極現象。一

部分學生能藉由樹狀圖的逐步鋪陳理解條件機率，另一部分則未能掌握條

件機率的概念。學生的困難除了數學因素之外，也包含心理因素，劉柏宏對

此有所補充說明。 

歷史是承載文化的時間載體，在「中小學數學史教案開發與實作研究」

中，蘇意雯與在職教師透過共同實作與教學開發十二年國教的數學史素材，

整個架構依循 HPM實作模型進行，共開發三份教案，包含高中階段的「托

勒密定理與和角公式」教案、國中階段的「最大公因數」教案，和國小階段

的「分數與十進位制小數」教案。經過實地教學觀察發現，整體而言師生對

於這些歷史取向的數學文化教案具有高滿意度，並且大都能理解教案中所

訴求的數學概念。不過作者建議應針對不同學習階段(尤其是國小)，在學習

工作單的設計上要特別考量如何將生硬的知識或抽象的語意做轉化。文中

也提供許多數學史與數學文化相關的素材供有志於此者參考。 



無論古今中外許多數學概念的濫觴來自於數學遊戲，所以數學遊戲可

以說是一種「庶民數學」。陳東賢就在「發展悅趣化數學文化教案以培養數

量與代數素養之探究」一文中說明「撲克牌數學魔術」和「中國益智遊戲九

連環」教案的發展過程和實施探究的觀察。這兩個教案都與數學文化中的歸

納推理有關，但在層次上有所不同。觀察發現，在「撲克牌數學魔術」的活

動中幾乎所有學生都能掌握等差的概念並執行數學魔術，確實提升同學對

等差數列單元概念的理解與學習興趣。至於從「中國益智遊戲九連環」教案

的執行過程發現，八組 12年級的學生中只有五組發現其中的遞迴關係，而

更只有三組可以明確寫出遞迴關係式，可見從認知規律到以數學表徵表達，

對於高中生而言仍有所困難，這將是未來教學上必須關注的議題。 

本期的「學術瞭望」劉柏宏從人類學、歷史和社會，還有哲學等三種視

角論述數學文化，以彰顯數學是人類文化中偉大的智識成就之一，由此引申

出數學文化的定義和教育上的價值。而由於文化系統某一方面可以視為行

動的產物，另一方面又可視為進一步行動的機制元素，所以一個社會的數學

文化觀對於該地區的數學教學會產生相當的影響。文中並舉出一些文化融

入的教學實例和教材分析結果以說明數學文化在教學上的應用。劉柏宏建

議，若要提升數學的教與學，師生必須在數學教學過程中一起實踐「數學中

的文化」，並時時關照「文化中的數學」取向。 

「數學文化與教育專刊」主編 
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數學人文教案培養數學文化素養之理論探討與反思 

劉柏宏 

國立勤益科技大學基礎通識教育中心 

數學文化是理解數學知識本質的重要途徑之一，但長期以來在傳統教學中幾乎都被忽視。本研

究嘗試從理論論述和實務教學兩方面初探並反思數學文化如何應用於實際教學之中。在理論方

面，本文定義數學文化並說明其中之「文化中的數學」與「數學中的文化」雙構面，再定義何謂

數學文化素養，以進一步論述數學文化素養在教育上的意涵。在教學實務方面，本研究基於數

學人文精神發展「費波納西數列」和「霍爾遊戲」兩份教案，並實際針對國中生和高中生實施素

養教學。初步觀察結果發現，學生對於這兩份數學文化教案均表現出高度肯定，也能從教學活

動中掌握所與傳達的數學精神。惟學生在「費波納西數列」的教學中沒能深入體認與自然界的

關聯，而在「霍爾遊戲」教案中也發現大約半數參與的高中生對於將條件機率概念推廣到一般

情形仍有困難。 

關鍵詞：條件機率、費波納西數列、數學人文教案、數學文化、數學文化素養 
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humanistic mathematics.  
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A Theoretical and Reflexive Study on Cultivating Literacy 

of Mathematical Culture by Using Lesson Plans from 

Humanistic Mathematics 

Po-Hung Liu 

Fundamental General Education Center, National Chin-Yi University of Technology 

Mathematical culture a crucial approach to understanding the nature of mathematical knowledge, but it 

has been mostly ignored in traditional teaching for a long time. This research was a theoretical and 

reflexive study on how mathematical culture can be conducted in practical teaching in terms of 

theoretical and practical aspects. In terms of theory, this research provided a definition of mathematical 

culture and explained the dual dimensions of mathematical culture, that is, “mathematics in culture” and 

“culture of mathematics,” followed by the definition of “mathematical cultural literacy” to explore the 

meaning of mathematic cultural literacy in education. For the practical aspect, by referring to the 

humanistic spirit of mathematics, this research focused on two lesson plans—the Fibonacci Sequence 

and the Monty Hall Problem. Furthermore, two lesson plans were implemented for middle school and 

high school students. The findings indicated that, although the students were highly appreciative of the 

lesson plan content, they failed to be impressed by the connection between mathematics and the natural 

world in teaching the Fibonacci sequence. For the Monty Hall problem lesson plan, results also 

demonstrated that approximately half of the participating high school students still had difficulties in 

generalizing the concept of conditional probability. 

Keywords: conditional probability culture, Fibonacci sequence, lesson plans of humanistic  

mathematics, mathematical culture, literacy of mathematical culture 
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壹、前言 

數學知識源遠流長數千年，其發展不僅深受各區域民族文化影響，數學知識也與社會文化

發展的趨勢密切相關。國際間倡議數學文化最早的當推數學家懷爾德（Raymond Wilder）於 1950

年國際數學家大會（International Congress of Mathematicians）中以「數學的文化基底」（Cultural 

basis of mathematics, Wilder, 1950）為題發表演講。懷爾德認為，唯有透過認識數學的文化基底，

才能對數學本質有更進一步的理解。另一位數學家克萊恩（Morris Kline）更在《西方文化中的

數學》（Kline, 1953）一書的序言中指出，此書目的旨在揭示數學一直是西方文明主要的文化動

力，社會大眾雖理解數學是科學探究的重要工具，殊不知數學也深深影響西方哲學思想的走向，

並早已滲入藝術、音樂、建築和文學之中。克萊恩長期致力於探究數學知識的歷史、哲學與文

化層面的議題，但他最關心的仍舊是數學教育問題。克萊恩指出，學校的數學教學往往剝奪數

學在人類文明中的智識文化脈絡，而將其簡化為一連串的技術知識，使得不需太多數學技術知

識的一般大眾對這些“赤裸且乾澀的教材”（naked and dry material）有所抗拒，即使部分接受

高等教育的知識分子對數學也有種藐視的心態，因而使得“對數學無知形成一種社會崇尚的氛

圍”（ignorance of mathematics has attained the status of a social grace, p. viii）。數學文化與人類學、

歷史與社會和哲學等領域相關，劉柏宏（2021）已做說明，在此不再贅述。本文從數學文化的定

義、構面、與其在教育上的意涵，延伸出融入數學文化如何彰顯數學的人文精神，並輔以兩個

教學案例做為說明。介紹如何以數學文化中的數學人文元素融入中學教案之中，並初步探究在

教學現場的實施觀察和反思後續可能的發展方向。 

貳、數學文化素養在教育上的意涵 

一、數學文化的雙向構面 

沒有人會否認文學、藝術、建築與宗教都是人類重要的文化，而數學本身就是人類發展過

程中所伴隨產生的一種智識文化應該也是殆無疑議。倡議數學與文化相互關聯的學者，如前述

的懷爾德和克萊恩，都未直接對「數學文化」一詞下定義，而且目前國內外學界對於數學文化

的研究尚不普遍，使得在討論所謂的「數學文化」（mathematical culture）時，難以論斷「數學文

化」一詞的意涵所指的究竟是數學知識本身就是一種文化（mathematics as a culture, Wilder, 1981），

抑是數學是一種文化載具，是理解民族文化特殊性的線索（mathematics as a cultural clue, Keyser, 

1947），或者指數學知識發展與社會互動的過程所產生的文化軌跡（mathematics as a cultural locus, 

White, 1947），也有從教育觀點討論數學文化對數學教學的影響（mathematics as a cultural 

discipline, Burton, 2009）。有鑑於此，劉柏宏（2016）參酌 Kroeber 與 Kluckhohn（1952）對「文
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化」所下的定義，嘗試從比較廣義的角度，將「數學文化」定義如下： 

數學文化就是人類探索數學知識時其行為的外顯和內隱模式，並藉由人類群體，特別

是數學家社群，所創造獨特成就的符碼（符號、圖形或文字）來傳遞。 

嚴格來說，這只是一種概念性定義，而非操作型定義。不過由於「文化」是一個抽象的人文概

念，指涉的範疇極廣，研究初期很難立即給一個符合社會科學標準的操作型定義。縱使如此，

我們可以嘗試探索「數學文化」時有哪些可以操作的內涵。 

根據懷爾德（Wilder, 1950）的觀點，文化的發展結果來自於兩種張力的綜合，一是內部演

化（evolution），另一是來自外部的擴散（diffusion）。數學文化史表明一件事實：「在最終尚未達

到靜止狀態之前，沒有任何一個數學分支能夠無限期地獨自發展」（no branch of mathematics can 

pursue its course in isolation indefinitely, without ultimately reaching a static condition, Wilder, 1950, 

p. 265）。據此，劉柏宏（2016）主張「數學文化」主要包括兩個大構面，一個是「文化中的數

學」（mathematics in culture），另一個是「數學中的文化」（culture of mathematics），前者是從文

化的角度出發，觀察人類發展過程中，數學在其所屬社會文化所扮演的角色；後者指數學知識

發展過程中其內部知識與社群所顯現的文化特質，這兩者呈現一種交錯且有機的互動發展。當

來自外部文化張力的擴散效應不大時，其內部演化的力道自然削弱。懷爾德（Wilder, 1968）就

指出，中國古代和歐洲中世紀的宿主文化（host culture）甚少受到其他文化擴散張力的影響，因

而形成靜態特徵，致使數學發展停滯。反之，當來自外部的文化張力夠強時，將會衝擊內部演

化的速率與效率，比如二次世界大戰期間大批歐洲數學家與科學家遷居至美國，進而改變二十

世紀美國數學文化的樣貌。 

為建立一個可以在教育上操作的架構，劉柏宏（2016）根據相關文獻（方延明，2007；易南

軒、王芝平，2007；張維忠，2011；Ernest, 1998；Kline, 1953；Polya, 1954；Wilder, 1950）進一

步將「文化中的數學」細分為「歷史」、「社會」和「民族」三個面向，而「數學中的文化」則包

含「歸納猜想」、「邏輯演繹」和「社群辯證」，由此建構出數學文化內涵的縱橫構面圖（圖 1），

這些構面彼此之間可能平行發展，也可能交叉堆疊，端視所處地域文化所帶來的影響。 
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圖 1  數學文化縱橫構面。引自「從數學與文化的關係探討數學文化素養之內涵─理論與案例

分析」，劉柏宏，2016，臺灣數學教育期刊，3（1），65。 

二、雙向構面的教育意涵 

談素養不能自外於文化。很可惜，前述的數學文化與人文內涵經常消失於當代的數學課程

之中。Burton（2009）從教學觀點出發研究職業數學家的認識論（epistemologies）並探討它們是

否與數學學科學習相關，甚至造成影響。她析離出數學知識的兩個文化層面：「數學中的文化」

（culture of mathematics）和「數學的文化」（mathematical culture）。前者指對於數學知識的嚴密

（rigour）、簡潔（succinctness）與美感（beauty）等等特質的態度與看法，後者指數學家在討論

與學習數學的情境脈絡中，所表現出來的社會政治態度（socio-political attitudes）、價值（values）

和行為（behaviour）。後者對於如何理解前者具有關鍵影響，也就是個體研究數學的態度、價值

和行為相當程度決定個體對數學的品味，例如如何評斷數學知識之真、善、美。另根據 Cai（1995）

比較中國大陸和美國學生的數學解題習性後指出，中國大陸學生在計算和簡單的問題解決等任

務上比美國學生有更好的表現，但在評價複雜問題解決等任務上則不如美國學生。這與不同社

會的「數學學習次文化」相關，也是文化中的數學相當重要的一環。所以 Burton 認為數學教學

必須關照這兩個層面，尤其是「數學的文化」（mathematical culture）。不過「數學學習次文化」

的主題與本研究教案發展的主旨較不相關，本文不擬針對此議題進行論述。由 Burton 的研究可

以看出她係聚焦於職業數學家的工作哲學，諸如觀點、態度、信念與行為等等傾向所形塑的文

化，並探究這些文化對研究數學和學習數學的影響。很顯然地，Burton 並沒有從歷史、社會與

民族等宏觀的面向討論數學文化。她所定義的「數學中的文化」（culture of mathematics）與本文
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立場類似，而其「數學的文化」（mathematical culture）則包含於本文的「文化中的數學」

（mathematics in culture）之中，因為數學家的觀點、態度、信念與行為等等傾向確實與他們所

處地區的民族、歷史與社會有關。 

要培養學生的數學文化素養必須有一個具體標的。因此，以 PISA 數學素養的定義為基礎，

劉柏宏（2016）給數學文化素養下一個操作型的定義： 

數學文化素養係指個體對數學知識的形成脈絡和發展過程所具備的理解程度，使其面

對某一數學概念或問題時，能認識它的思維方式、歷史背景，和該概念或問題與生活

需求、社會發展的關聯；或是面臨生活與社會問題時，能辨識該問題與數學知識的關

聯，從而根據數學思考模式和數學知識技能，做出理性反思與判斷，並從解決問題的

歷程中認知數學的人文價值。（p. 73） 

值得一提的是，從上述「數學文化素養」的定義文字上雖沒有特別出現情意面向的字句，但是

本文概念下的數學文化素養確實包含情意面向。因為當一個學習個體在「面對某一數學概念或

問題時，認識它的思維方式、歷史背景，和該概念或問題與生活需求、社會發展的關聯......並從

解決問題的歷程中認知數學的人文價值」時，該學習個體所認識到的不僅僅是只有知識和技能，

而是對於數學知識的本質更能心領神會，這就是情意的影響，而這也是本文數學文化素養定義

與 PISA 數學素養定義最大的不同。基於此操作型定義，Liu（2018）再根據相關文獻建構出一

套數學文化素養的學習內容指標（靜態指標）與學習表現指標（動態指標），以做為發展或評量

數學文化教材的架構，如表 1 和表 2 所示。表 1 數學文化素養的三個學習內容指標（歷史、社

會和民族）的說明請參見劉柏宏（2021）。在此引用「費馬最後定理」為例闡述表 2 數學文化素

養的學習表現指標。約在 1637 年的某一天，費馬閱讀有「代數之父」稱譽的古希臘數學家丟番

圖（Diophantus）的著作《算術》（Arithmetica）一書中對畢氏定理的論證之後，在書頁空白處寫

下：「任何立方數不能分成兩立方數的和，任何四次方數不能分成兩四次方數的和，任何五次方

數也不能分成兩五次方數的和，依此類推」，也就是「設 n 是大於 2 的正整數，則方程式 xn + 

yn = zn，沒有正整數解」，費馬宣稱已為這個命題找到一個非常巧妙的證明，然而因為書中空白

的篇幅不足以寫下證明過程。到這階段只能將此結論視為費馬個人觀察歸納之後的猜想。之後

數百年，許多偉大數學家如歐拉（Euler）、高斯（Gauss）、熱爾曼（Germain）、阿貝爾（Abel）、

狄利西列特（Dirichlet）、羅詹德（Legendre）、拉梅（Lame）、庫麥爾（Kummer）、柯西（Cauchy）......，

皆曾試圖證明「費馬最後定理」卻紛紛鎩羽。英國數學家懷爾斯（Andrew Wiles）十歲接觸到這

問題便希望有一天能證明「費馬最後定理」。在他取得終身教授的資格之後花了七年時間，於 1993

年透過橢圓函數證明費馬猜想的正確性。但投稿發表經過同儕檢驗後卻發現其證明存在著邏輯
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上的瑕疵，懷爾斯又花了將近兩年時間才完成嚴謹的証明。整個過程恰歷經「歸納猜想」→「演

繹證明」→「社群辯證」三個階段，這就是屬於數學知識特有的文化。 

表 1 

數學文化素養的學習內容指標 

歷史（History）指標 

概念起源（H-C: Concept）：數學概念的歷史由來 

方法類型（H-M: Methodology）：數學方法在歷史上不同的呈現方式 

經典名題（H-P: Problem）：歷史上與單元主題相關著名的數學問題 

軼聞趣事（H-E: Episode）：歷史上與單元主題相關的數學軼聞趣事 

社會（Society）指標 

自然科技（S-N: Nature）：數學在自然科技方面的應用 

生活應用（S-L: Life）：數學在日常生活方面的應用 

經濟發展（S-E: Economy）：數學在經濟財務方面的應用 

政治議題（S-P: Politics）：數學在政治社會方面的應用 

人文藝術（S-A: Arts）：數學在人文藝術方面的應用 

民族（Ethno）指標 

文化脈絡（E-C: Culture）：數學概念在不同民族產生的原因 

方法比較（E-M: Methodology）：數學方法在不同民族的呈現方式 

哲學思想（E-P:Philosophy）：數學概念和當時哲學思想的關係 

表 2 

數學文化素養的學習表現指標 

歸納猜想（Induction & Guessing）指標 

觀察分析（I&G-S: Survey）：從所提供之範例進行觀察與分析 

發現規律（I&G-P: Pattern）：經由觀察與分析發現範例之共同規律 

建立猜想（I&G-C: Conjecture）：透過發現範例之共同規律建立數學猜想 

演繹證明（Deduction & Proof）指標 

直覺說明（D&P-I: Intuitive）：透過直覺觀察初步相信數學性質之合理性 

特例說明（D&P-E: Explanation）：舉出特例說明數學性質之合理性 

邏輯論證（D&P-L: Logic）：經由邏輯論證確認數學性質之正確性 

社群辯證（Community & Dialectic）指標 

專家對話（C&D-C: Conversation）：理解數學家社群對某一數學概念或性質的看法 

概念演變（C&D-E:Evolution）：認識某一數學概念或性質不同年代的演變過程 
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參、數學人文精神與教學 

在一般的認知中，數學總被歸類為一門科學，數學素養當然也是科學理性最典型的展現，

這是毋庸置疑的。相對於科學知識的日新月異，人文學科一個很重要的本質就是「傳承」。兩千

多年前相傳由古希臘詩人荷馬所寫的兩部巨著《伊利亞特》和《奧德賽》至今仍為人傳頌；古埃

及藝術中經常以類比的象徵手法，透過符號展示他們對自然的認識，這一點仍然是現代藝術家

慣用的手法；春秋戰國時代諸子百家思想還隱約中引領著我們的處事態度。不過難道數學就不

具備上述資格嗎？兩千多年前《幾何原本》的證明形式與內容至今仍被奉為圭臬；當今全世界

不也是分分秒秒時時刻刻仍遵守著古巴比倫人所創立的六十進位？三國時期劉徽的圓面積公式

「半周半徑相乘得積步」和當代公式 r2 相比不僅同樣精確，也更合乎直覺。所以從傳承角度

而言，說數學是一種人文知識應當不為過，因此從數學發展過程來看，數學或許更接近人文學

科。本文旨在討論基於數學文化所發展的數學人文素養教材並探究其成效，而所謂數學人文素

養（literacy of humanistic mathematics）就是能體認「人文數學」（humanistic mathematics）的本

質。那什麼是「人文數學」？美國數學協會（Mathematical Association of America）於 1993 年出

版的《Humanistic Mathematics》（White, 1993）一書中明白表示「人文數學」指的是對於數學知

識與文學、藝術、音樂等人文學科所共享的內涵能有所覺知與感悟（Humanistic mathematics carries 

with it an awareness of and a sensitivity to those things shares with the humanities such as literature, art, 

and music. White, 1993, p. vii）。例如法國數學家 Jacques Hadamard 指出數學的洞見或是發現需要

一個「孵化」（incubation）的過程，這過程除融合知識和直覺外，也依賴有意識的思考和無意識

（或是潛意識）的靈光乍現（Hadamard, 1945），這種追求智識感知的心理狀態與人文學科並無

二致。難怪當代最負盛名的華人數學家丘成桐教授也指出： 

數學是一門很特殊的學科。它既能達成人文性的涵泳性靈，又有科學性的致知應

用。……探討數學、人文與科學之間妙趣橫生的關係，讓我真正享受到了研究數學的

樂趣。（丘成桐，2013，p. 1） 

這段話充分展現認識數學文化素養的情意價值。值得注意的是，「人文數學」不只是一個名詞，

更是包含過程的動名詞。White（1993）強調，要達到前述目標必須透過「人本數學教學」（teaching 

mathematics humanistically）和「教授人文數學」（teaching humanistic mathematics）兩種過程，前

者偏向教學策略，以學生為本，創造一個友善的學習環境讓學生能主動探究數學，以了解數學

是一個有意義的社會建構知識（a meaningful, socially constructed knowledge）；後者注重學習內

容，提供適當素材讓學生重構數學知識，包含從發現到論證、從數學到科學、從事實到應用、從

數學到孕育知識的文化脈絡。 
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「人本數學教學」從字面的直接解釋就是呈現「以人為本」的教學。「以人為本」的數學教

學，就是如同 Ernest（1996）所說，呈現出數學知識人性化的一面（human side of mathematics）。

前述 White（1993）所說以學生為中心的教學模式在許多教育文獻已多所論述，這裡不再贅言。

許多學者主張人本數學教學應介紹在數學知識發展過程中數學家如何思考問題並建立知識正確

性的過程。Marchisotto（1993b）以畢氏定理為例解釋人本數學教學的內涵，以說明如何讓學生

了解數學是一個有意義的社會建構知識。她舉出確立數學知識的七項特徵以描繪數學知識演化

的宏觀特徵。這些宏觀特徵近二十年來逐漸受到重視。七十年前數學家 Richard Courant 有感於

當時數學教學已淪為空洞枯燥的解題技巧訓練，數學研究越來越趨於過度特殊化與抽象化，忽

略與其他領域的連結，致使數學在教育中面臨消失的危機，因此出版《數學是什麼?》（What is 

mathematics?）一書（Courant & Robbins, 1941），其目的在於讓讀者能夠真正理解數學是一個有

機發展的整體，並且可以做為科學思考和行動的基礎。但是另一位數學家 Reuben Hersh 卻認為

Courant 在書中只有呈現知識結構的演變，卻沒有呈現數學知識背後的人文精神，所以只有“展

示”數學是什麼（showing what mathematics is），卻沒有真正“訴說”什麼是數學（not by telling 

what it is）。Richard Courant 所沒有“訴說”的是數學知識的哲學問題，而哲學問題正是人文精

神的最高展現。因為討論哲學時不僅需觀察到知識的演變，尚須考量知識生成與轉移的社會環

境脈絡和價值觀。換句話說，Courant 或許正確地描繪數學的「外在形象」或其「概念定義」（concept 

definition），卻沒有傳達數學的「內在意象」或其「概念意象」（concept image），因此 Hersh 從

知識論觀點（epistemological point of view），透過人本取向撰寫《數學究竟是什麼?》（What is 

mathematics, really?）一書以闡述數學意象（Hersh, 1997）。Hersh 除了主張數學是人類文化的一

部分之外，更強調數學知識並非毫無謬誤。就像科學一般，數學藉由犯錯、修正、再修正的過程

而精進。數學哲學界約莫從 1970 年代後期開始重視數學的經驗性，其中較為普及的代表作有二，

一是克萊恩的《數學：確定性的失落》（Mathematics: The loss of certainty, Kline, 1982），另一是

Imre Lakatos 的《證明與反駁》（Proofs and Refutations, Lakatos, 1976）。尤其 Lakatos 在《證明與

反駁》一書中藉由師生交叉詰辯與對話呈現出數學概念“琢磨”（polishing）的歷程，以反駁英

國數學家哈第（Godfrey Hardy）所主張的數學形式主義（formalism）。劉柏宏（2015）也仿效《證

明與反駁》書中的風格，虛擬一位老師（T）和三位學生（, 和）之間關於多邊形性質的對話，

以呈現 Lakatos 的觀點。 

「教授人文數學」重點在強調數學與文學、藝術、音樂等人文學科所共享的知識內容與內

涵。以數學與藝術為例，數學是理性的，繪畫是感性的，兩者看似無關，但究其知識本質的理路

可以發現兩者發展歷程其實十分相似。兩個學科都源起於如何呈現我們所生活的大自然，數學

的工具是數字和幾何，而繪畫是線條和色彩。之後兩者也都步上從具象到抽象的道路，不再以
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忠實地描繪物理世界為滿足，而是追求人類純理性思維的樂趣與發展。更令人驚訝的巧合是，

兩者走向抽象化的時間卻也相近，繪畫稍晚於數學，但都約莫從十九世紀中後期開始。一般咸

認數學的抽象化起始於伽羅瓦（Évariste Galois, 1811-1832）所建構的群論（group theory），而後

緊接著是科西（Augustin Cauchy，1789-1857）和威爾斯特拉斯（Karl Weierstrass, 1815-1897）微

積分嚴格化的工作，和羅巴切夫斯基（Nikolai Lobachevsky, 1792-1856）與黎曼（Georg Riemann, 

1826-1866）等人提出的非歐幾何學，激發二十世紀抽象數學的發展。繪畫藝術方面，康丁斯基

（Wassily Kandinsky, 1866-1944）和蒙德里安（Piet Mondrian, 1872-1944）等人被視為是抽象畫

的先驅，有志一同地以幾何色塊表現畫中景物，點燃二十世紀野獸派（fauvism）和立體派（cubism）

的火花。我們可以借用英國數學家 Jensen（2002）的一段話來理解兩者知識本質的相似性： 

數學和繪畫藝術可做為人類在意識上亟於體認現實世界的兩個案例，不僅僅只是我們周遭觸目

可見的物理現實，更著重在最廣義的現實上。因此兩者的關係和相似是可以預期的。藝術家和

數學家一樣都致力於理解世界。兩者都反思現實世界的結構並設法去定義和萃取該結構的元

素，有時是抽象的，也有時是具象的。（p. 45） 

至於數學與文學的共通點則是敘事（narrative）。以抽象符號表達概念的數學為何能與以具

象文字為媒介的文學有所連結？Thomas（2002）指出文學理論中的結構主義與敘事分析，與數

學思維具有許多類似之處。例如數學證明必須先有給定的已知、假設、和相關的數學物件才能

進行演繹，而數學小說通常從給定的角色出發做為故事的開端，並逐漸界定主角與相關人物之

間的關係後，藉由書中人物共同參與事件的過程以鋪陳結局，這兩種方法論有顯著的類比關係。

至於兩者在處理特例（special case）與推廣（generalization）的手法上也是異曲同工。數學家藉

由諸多特例發現數學物件的共同模式，而小說家則是以特定人物與事件突顯潛藏於社會眾生的

集體記憶。與其說數學小說的風潮是由於「異態結合」所產生的新鮮感，倒不如說這種現象來

自於大眾對「數學敘事」（mathematical narrative）的潛在渴望。Davis（2012）指出，數學家應該

以敘事做為了解其自身學科與研究本質的基本工具，但數學家的作品卻往往只見諸多疏離的恆

等式，缺乏敘事的過程（it’s full of isolated identities......But there are no accompanying narratives.）。

因此從敘事觀點來看，在教育上培養“敘述數學”的能力遠比訓練“解決數學”的能力更能激

發學習個體內心對知識的想像與體會，更具有人文價值。 

肆、數學人文素養教材案例 

本節將說明依據前述數學文化素養定義與指標所發展的人文數學教案如何應用於在教學現

場，以體現數學人文精神於教學之中。不過必須說明的是本研究屬於初探性質，所發展的教案

都僅僅以一節課為限，這是經徵詢一些教師之後認為單節教案比較能適合學校教師隨時彈性使
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用。教案發展時參考密西根大學教學研究中心（Center for Research on Teaching and Learning）所

揭示的教案設計準則（http://www.crlt.umich.edu/gsis/p2_5）。首先每份教案開始設計前先考慮三

大要素：學習目標、學習活動設計、與檢測學習成效的策略，並針對不同情境與對象持續精進

教案。 

教案設計遵照六個步驟進行。首先思考要學生學到甚麼？課程結束後學生帶走甚麼？據此

列出學習目標（outline learning objectives）。接著準備開場白（develop the introduction），針對主

題構想有創意的開場白以吸引學生的興趣並鼓勵主動思考，引導學生進入問題情境。再來就是

教學的主軸，設計學習活動（plan the specific learning activities），尤其要聚焦在什麼樣的活動可

以吸引學生的目光和有哪些不同的方式可以描述主題，以激勵學生投入教學活動。教學活動完

成之後必須準備幾個問題以檢測學生的理解程度（plan to check for understanding），這時要試想

學生可能的回答，並備妥因應策略。最後是準備結語與預告（develop a conclusion and a preview），

以簡單扼要的話語概括整個學習活動的重點。前面五個步驟構思完成之後，還須設定進程時間

表（create a realistic timeline）估算每個活動流程所需時間，列出學習目標的優先順序後以做必

要時之取捨。 

以下針對兩件教案之實施情形做介紹與分析。 

一、「費波納西數列」教學相關文獻 

「費波納西數列」是一個歷史淵源流長且相當著名的數學普及概念，其知識內涵的跨度相

當大，可以依據內容的深淺，從小學延伸到大學。早於 1970 年，Ainsworth（1970）就曾探討如

何在小學教材之中將費波拉西數列連結到自然界的生物型態，例如鳳梨、毬果、向日葵和貝殼

螺旋等等。Kaygin、Balçin、Yildiz 與 Arslan（2011）針對 30 位 8 年級學生，以一個月的時間實

施以費波拉西數列為主的數學史教學，內容除說說明費波納西數列與巴斯卡三角之間的關係外，

也介紹了費波納西數列與自然界之間的關聯。課程中發給每位學生一顆毬果，要求畫出毬果鱗

片上的螺旋並計算螺旋數。至於費波納西數和黃金比例的關係則透過影片介紹。前後測結果顯

示，不僅學生的數學成就測驗的進步顯著，在質性回饋方面非常肯定數學史融入教學和毬果的

實作。Leikin 與 Winicki-Landman（2001）以費波納西數列的遞迴關係為基礎，發展出兩種適合

高中生和大學生的數學定義活動，一是練習數學建模（defining by modeling），另一個是練習數

學符號法則（defining by means of symbolic rules）。Leikin 與 Winicki-Landman 將這兩個數學活動

使用於高中教師培育課程之中發現，這些培訓教師透過這些活動更能理解數學的後設知識

（meta-mathematical knowledge）。Marchisotto（1993a）針對大學主修人文藝術的學生發展出一

套教案，先讓學生透過臆測和驗證找出畢達哥拉斯三元數（Pythagorean triples），緊接著利用一

個與波納西數列有關的幾何悖論「64=65?」（內容稍後說明），讓學生領略直覺的不可靠和數學
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證明的重要，相當程度傳達出數學知識需要經驗歸納和理性論證的本質。 

（一）教案內容與數學文化之相關性 

「費波納西數列」教案共規劃 45 分鐘，教學內容的發展係根據四個前述的數學文化素養指

標，分別是： 

1. 經典名題（H-P）：歷史上與單元主題相關著名的數學問題。 

2. 人文藝術（S-A: Arts）：數學在人文藝術方面的應用。 

3. 觀察分析（I&G-S）：從所提供之範例進行觀察與分析。 

4. 發現規律（I&G-P: Pattern）：經由觀察與分析發現範例之共同規律。 

前二者屬於「文化中的數學」構面，後二者則屬於「數學中的文化」構面。 

本教案以電影「達文西密碼」的羅浮宮命案做為開場。影片中羅浮宮館長因故被槍殺身亡，

但在死前以自己血液在地上寫了一串數字“13-3-2-21-1-1-8-5”和一段文字“O, Draconian Devil! 

Oh, Lame Saint!”（啊，嚴峻的魔鬼！啊，跛足的聖人！）。課堂中希望學生注意到影片中順序

已被錯置的數字串以引起他們的好奇。接著便介紹「費波納西數列」的歷史由來和問題的敘述： 

假設每對兔子剛出生滿兩個月後即可生出一對兔子，且此後每個月都可以生出一對兔

子。若一開始時只有一對兔子，則往後每個月之兔子對數分別是多少？一年後有多少

對兔子？ 

為了確認學生理解問題的意思，教師引導學生一起算出前五個月的兔子對數，然後請學生開始

自行推理計算第六、七個月的兔子對數，希望培養他們觀察規律與歸納的能力。教案設計時即

已估計約五分鐘後部分學生應該能算出第六、七個月的兔子對數，但是要求出十二個月後的兔

子對數對學生而言相當困難。此時教師可以提示學生觀察這些數字之間是否存在某些規律？最

終希望學生能得知「費波納西數列」即為 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ......，從第三項開

始，每一項都是前兩項之和，以數列符號可以表示為 Fn+2= Fn+1+ Fn，此時再回去破解“O, 

Draconian Devil! Oh, Lame Saint!”所隱藏的含意。教案緊接著以各式圖片展現植物花卉中所隱

藏的費波納西數列，以揭示自然界的數學密碼，例如海芋花瓣只有一瓣、延齡草有三瓣、紫羅

蘭有五瓣、血根草八瓣、瓜葉菊十三瓣、多毛金光菊二十一瓣、雛菊三十四瓣。而某些向日葵品

種頂上的小花蕊排列成兩組交錯的螺旋，其中一組逆時針的螺旋有二十一條，另一組順時針的

螺旋有三十四條，恰為費波納西數列之相鄰兩項。 

除培養觀察規律與歸納之能力外，本教案另一個重點活動是「64=65?」的找碴活動。如圖

2，課程中展示一個動畫，將原本一個 88 的正方形以費波納西數列中的 3, 5, 8 為單位切割後，

竟然可以重組成一個 513 的長方形，然後要求學生觀察其不合理之處。要破解這一謎團須具備
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斜率的概念，對國一學生是一大挑戰。本份教案的最後一個活動是要求每一位學生從 1, 2 開始，

自己創作一個數列，其中從第三項開始，每一項都必須跟前兩項相關。這個活動的目的是測試

學生對於遞迴概念的理解程度，並觀察是否能掌握數字規律。 

 

圖 2  「64=65?」找碴活動文化 

（二）教案實施現場觀察 

由於這份教案只有 45 分鐘，屬於短時間的教學活動，無法期望能大幅度地改變學生的知識、

情意或技能，所以透過前後測以檢視本份教案成效的研究方式並不適當，因而本研究改從學生

上課反應、學習心得與數列創作三方面觀察學習成效。 

經分析教學影帶和學生心得與數列創作成果發現，學生大都能理解「費波納西數列」的遞

迴關係，且對教學內容都給予正面回饋。26 位學生在學習單的回覆內容見表 3 和表 4。 

表 3 

學生對於教案妥適性的回應 

學習單問題 

是 

（人數/總人

數） 

否 

（人數/總人

數） 

這次教學活動是否有助於你對「費波納西數列」的理解？ 25/26 1/26 

這次教學活動是否能引起你對「數列」的學習興趣？ 23/26 3/26 

這次教學活動的難易度是否適當？ 23/26 3/26 
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表 4 

學生對於教案內容的回應 

學習單問題 回覆內容（人數） 

這次教學活動我最喜歡的內容 達文西密碼影片（16） 

費波納西數列的規律（4） 

64=65?動畫（3） 

這次教學活動我最不喜歡的內容是 沒有不喜歡的內容（24） 

兔字繁殖的規律（1） 

圖形（1） 

這次教學活動我覺得最有收穫的內容 理解費波納西數列的規律（14） 

64=65?動畫（3） 

生活與自然界中的數列（3） 

可以自己創作數列（1） 

可以動腦思考（1） 

有趣的問題（1） 

認識一位數學家（1） 

表 3 顯示絕大部分學生對於教案有極高滿意度，少部分學生覺得推理思考的部分太難。但

是從教學影片可以發現當時教師給予讓學生進行觀察與分析的時間不夠充分，操作與思考的時

間似乎不足，當發現學生計算兔子的對數有困難之後，就直接寫出第六、七個月的兔子對數，

再讓學生觀察遞迴規則，沒有完整傳達當初設計教案時計畫先培養學生觀察歸納，再進行推理

演算的理念，所以在學習單中學生甚少主動提到規律的發現與歸納的驚喜，在情意面向的效果

上不如預期。另外從課後學習單也發現甚少學生主動提到植物花卉中所隱藏的費波納西數列，

這與 Kaygin 等人（2011）的研究發現不同。反而是「64=65?」動畫的找碴活動相當吸引學生的

注意力。除學習單中有 6 位學生提到之外，在最後的開放式問題中許多學生表示對此活動印象

深刻，例如甲生在學習回饋單中表示： 

我覺得今天這個活動整個來講是還不錯，當中有一部份是說有一個 88 的正方形分 4

塊，再合起來後又變成了 135的長方形。正常來說面積是不變的，但是「135=88」?

當下我超認真在思考（我後來心裡還想說，嗯~我頭腦的皺紋又要多幾條了呢!!>.<），

但還是不懂。到老師講解完才了解的……。 

至於數列創作活動也得到學生相當大的迴響，可以看見學生的創意。乙生提到他設計了一

組數列：「1, 2, 1, 6, 7, ……」，其規律是「前項減後項再乘前項」，也就是 2 1( )n n n na a a a   
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（也就是(12)1=1、(2(1)2=6、(16)(1)=7, …）。乙生提到因為這堂課讓我更了解數列

規則的構成。另一位丙生則表示： 

今天這個教學活動感覺有點像大學，MT（意指數學老師）一整個很有教授的 fu，帥爆

了。今天提到了費波納西數列，是一個有按規律的數列，1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34，

1+2=3, 2+3=5, …在剩下 10 min，MT 也讓我們自行創造自己的數列!!嘻嘻。HC 數列

1, 2, 1/2, 4, 1/8, 32, 1/256, 8192, …It’s a magic~~Ha! 

丙生的數列一收一放，其規則是 an+2=an/an+1，其中奇數項子數列1, 1/2, 1/8, 1/256,…收斂到 0，

偶數項子數列2, 4, 32, 8192, …則發散至無限大，相當具有創意。從學生的回饋意見可以看出

許多學生能透過範例所供的歸納觀察，掌握數字遞迴的概念，對於能創作屬於自己的數列相當

滿意，符合教案所設定之「數學中的文化」指標。即使有些數列並沒有特別有趣的性質，但是卻

充滿個人的成就感。 

（三）教案反思 

根據整個教案實施情形和學生學習單的反應可以看出，本份教案在激發學生對問題的好奇

心和培養他們觀察數列的規律與歸納能力方面是成功的。只是訓練問題推理能力的成效不如預

期。這可能是由於任課教師擔心授課時間緊迫，因而在沒有提供足夠時間讓學生進行探究推理

的情形下，直接給出第六、七個月的兔子對數，導致學生沒有機會體驗歸納思考的樂趣。另外

從試教影片觀察也發現，課堂上師生的互動不夠熱絡，學生似乎相當拘謹，這可能是由於有攝

影機在教學現場的緣故。即使攝影機只從教室後方拍攝，學生仍無法自在地學習，這是未來進

行類似研究時須謹慎處理的問題。不過，學生個人創作數列的活動則相當成功，可以看出學生

對於自己能依據遞迴規則製造數列相當滿意，在數學文化中的觀察分析（I&G-S）和發現規律

（I&G-P）這兩個指標上面有明顯成長。雖然在試教過程中學生沒能有機會主動發現與歸納費波

納西數列的規律，以至於難以感受學習所帶來的驚喜，但這自創數列的活動某種程度可以在情

意面向上稍微彌補。另一點值得思考的是，本教案目標之一是學生能領悟自然界隱藏數學密碼

的奧妙，但學生這方面的回饋並不多。很有可能學生甚少接觸這些植物，且課堂上只有顯示植

物圖片，並未如 Kaygin 等人（2011）的教學方式，讓學生實際觀察植物，以至於感受不深。若

可能的話，或許可以進行數學與生物的跨領域教學帶學生到野外做植物觀察，方能實踐有感學

習。 

二、「霍爾問題」教案相關文獻 

對高中生而言條件機率是偏艱澀的一個單元，其困難之處在於對題意無法理解，或是學完

古典機率之後，經常以古典機率的思考方式去解決條件機率的問題，以至於難以理解問題所定
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義的情境，或者忽略問題所定義的關鍵情境。由於條件機率問題的答案經常違反直覺，因此學

生難以掌握（Tomlinson & Quinn, 1997）。Fischbein 與 Gazit（1984）觀察 5-7（10-12 歲）年級的

小學生發現，他們對於物件「取出放回」和「取出不放回」的條件感到困擾。Tarr 與 Jones（1997）

針對 4-8 年級（9-13 歲）的小學生和中學生實施質性訪談分析發現，學生的思考模式可以區分

為「主觀判斷」、「前後事件相關性」、「非正式量化推理」和「數值推理」等四個層次。有鑑於學

生對於條件機率的迷思概念可能與教師引導方式有關，且學生學習困難或許是在情境脈絡的認

知思考面向而非數學面向，Elbehary（2020）因而邀請 68 位參與數學師資教育學程的大學生，

從認知心理學的角度，透過兩個與條件機率相關的不確定性問題和後續訪談理解這些職前教師

的思考模式。結果發現，大約只有 6%的職前教師屬於理性思考者（rational thinker），也就是能

了解在不確定性條件下判斷出如何剃除不需要的樣本空間，並考慮條件機率的情況，使用給定

的條件以調整他們的估計。 

實際上，Falk（1986）很早就很具體提出學生在條件機率上容易誤解的三種錯誤。一是無法

判斷“在 A事件發生的條件之下，B事件發生的機率”和“在 B事件發生的條件之下，A事件

發生的機率”這兩個問題之間的差別（confusion of the inverse）。二是以「因果推論」去解讀「條

件推論」（interpreting conditionality as causality）。例如盒中有兩個白球和兩個黑球，隨機先取一

球不放回之後再取一球，請問已知第二球是白球的條件下，第一球也是白色的機率是多少。許

多學生認為既然已知第二球是白色，怎麼可能不知道第一球是白色的機率，或者認為在第一球

尚未取出的情形之下，怎會已知第二球是白色？受因果推論的干擾因而難以理解這樣的問題情

境。殊不知，這種「反推理」問題可以應用於許多已經知道結果而去反推可能發生原因的現實

生活事件之中。再者是對條件機率的樣本判斷有誤。例如知名的「三卡問題」（three-card problem）： 

一頂帽子中藏著三張卡片，一張兩面都是藍色，另一張兩面都是綠色，第三張一面是

藍色而另一面是綠色。我們隨機從帽中拿出一張卡片並將其放到桌上，已知正面是藍

色，請問這張卡片反面也是藍色的機率是多少？ 

部份學生以古典機率理論判斷，因為只有一張卡片的兩面都是藍色，所以答案是三分之一。另

一部份學生稍具條件機率的概念，排除雙面都是綠色的卡片，因而認為剩下兩張中選到兩面都

是藍色的機率是二分之一。事實上，這兩種思考都是忽略條件機率問題中的關鍵情境。任意抽

出的每張牌都有兩面，若在這兩面分別標示 1 和 2 以區分，藍綠色那張藍色面標示為 1，綠色面

標示為 2，則任意抽出一張牌放在桌上的樣本空間共有（正面藍 1，反面藍 2）、（正面藍 2，反

面藍 1）、（正面藍 1，反面綠 2）、（正面綠 2，反面藍 1）、（正面綠 1，反面綠 2）、（正面綠 2，

反面綠 1）等六種情形，而不是只有三種。由於根據問題的條件，抽出的牌其正面是藍色，所以
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排除（正面綠 2，反面藍 1）、（正面綠 1，反面綠 2）、（正面綠 2，反面綠 1）等三種情形，而在

剩下三種樣本中只有兩種符合題意要求，因此機率是三分之二。這種推理方式也可以透過樹狀

圖完成，學生可能更容易理解。本研究就試圖以「霍爾問題」（Monty Hall problem）配合樹狀圖

引導學生理解條件機率的關鍵概念。 

「霍爾問題」源起於 1960 年代美國的一個電視益智節目「我們來打個商量」（Let’s make a 

deal）。在這遊戲中有三扇門，其中一扇門後面有一輛車，其餘兩扇門後面則是一隻山羊，主持

人知道哪一扇門後面有汽車。一開始主持人會要求你先在三扇門中選擇其中一扇，當你選擇了

一扇門後，由於主持人知道門後面有什麼，因此故意開啟了其中一扇後面有山羊的門，然後問

你：「換」或「不換」？。其實真正電視節目中是不允許更換選擇的，前述問題是加州大學柏克

萊分校統計學教授 Steve Selvin 於 1975 年 2 月寄給期刊《American Statistician》的改編版本，並

問「換」和「不換」哪一種獲得汽車的機率較高。這是一個條件機率問題（三扇門中，在已經知

道某扇門沒有獎品的條件下，決定不換和決定更換選擇的機率各是多少），但是當初許多數學家

與統計學家為此爭論不休，一派主張更換機率較高，並給出正確的計算結果。但另一派則主張

當主持人打開一扇門之後，兩扇門中只有一扇門有汽車，「換」和「不換」獲得汽車的機率都是

二分之一，以這簡單古典機率概念反駁主張更換的說法，包括連知名數學家 Paul Erdős 也是抱

持這看法。這問題正確的選擇其實是「換」，不過 Granberg（1999）發現，大多數的大學生（79%

的中國大陸學生、87%的巴西學生、83%的美國學生和 84%的瑞典學生）都決定「不換」，為何

這些具備不同文化背景的學生其選擇趨勢竟然都相當一致？Tubau、Aguilar-Lleyda 與 Johnson

（2015）認為，一般人會在這問題做出錯誤決策的主要原因有二：一是基於情緒的選擇偏見

（emotional-based choice biases），二是理解和表徵機率問題的認知侷限（cognitive limitations in 

understanding and representing probabilities），因而「霍爾問題」經常被用於決策心理學的研究。

例如 Glymour（2001）將「霍爾問題」形容為一個「對撞結構」（collider structure）的問題。原

本「獎品在哪一道門」和「觀眾選擇哪一道門」是兩個獨立的因素，但由於「主持人打開一道

門」這一變因而對撞（「獎品位置」「主持人開門」「觀眾選擇」），產生了統計上的相關性。

可見這問題相當適合做為批判思考和邏輯推理的案例。 

（一）教案內容 

「霍爾問題」教案共規劃五十分鐘，實施對象是已具備古典機率概念的高中生，以四個數

學文化素養指標為基礎： 

1. 經典名題（H-P）：歷史上與單元主題相關著名的數學問題。 

2. 觀察分析（I&G-S）：從所提供之範例進行觀察與分析。 

3. 邏輯論證（D&P-L）：經由邏輯論證確認數學性質之正確性。 
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4. 發現規律（I&G-P）：經由觀察與分析發現範例之共同規律。 

第一個屬於「文化中的數學」構面，其餘三個屬於「數學中的文化」構面。 

在「規劃學習活動」階段，教師首先拿出三個信封袋，其中 2 號信封裝有獎品，教師先指

定某位學生請他（她）猜哪一個信封袋裡面有獎品。當學生選定之後，由於教師知道哪一個信

封有獎品，因此故意打開一個不含獎品的信封，並問學生「換」或「不換」。無論該位學生決定

「換」或「不換」，都要說出理由。有些學生隨機決定換或不換，另有些學生可能認為機率都一

樣。若學生猜中則將獎品送出，若不中則依據上述流程繼續。如此程序進行 10 次，並紀錄「換」

或「不換」各猜中幾次。這一階段結束後教師問學生「換」或「不換」的看法，這時學生可能依

據經驗法則回答問題。為蒐集更多的實驗樣本，本教案使用加州大學聖地牙哥分校數學系一個

關於霍爾問題的模擬網站（https://math.ucsd.edu/~crypto/Monty/monty.html），網站中可以快速且

無次數限制地重複霍爾遊戲，短時間可以累積大量實驗樣本。學生會逐漸發現選擇「換」的中

獎機率較高。於是教師請學生們思考為什麼選擇「換」得到汽車的機率較高，並請他們透過小

組討論提出解釋。當個組各提出解釋之後，教師則透過樹狀圖和列聯表進一步說明。由圖 3 

的樹狀圖可以知道，選擇「換」而得到汽車的機率是
2 1 2 2

/ ( )
6 6 6 3

  ，選擇「不換」得到汽車的

機率只有
1 1 2 1

/ ( )
6 6 6 3

  。另一方面從列聯表（表 5）也可以看出「不換」中獎機率是
1

3
，而「換」

的中獎機率是
2

3
。 

 
圖 3  霍爾問題 3 門情形樹狀圖 

表 5 

霍爾問題3門情形列聯表 

選擇第 2 個門且決定不換 選擇第 2 個門且決定換 

 選擇 1 選擇 2 選擇 3  選擇 1 選擇 2 選擇 3 

獎品在 1 輸   獎品在 1 贏   

獎品在 2  贏  獎品在 2  輸  

獎品在 3   輸 獎品在 3   贏 
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在「測試學生的理解程度」階段，教師的推廣問題是： 

如果今天有 1000 扇門，只有一輛汽車放在其中一扇門後面。如果你選擇 1 扇門，而

知道獎品所在的主持人打開其他 998 扇門，此刻只有你原本選擇的那扇門和另外一

扇門，你會選擇「換」還是「不換」？選擇「換」和「不換」獲得汽車的機率是多少？ 

這問題在測試學生的邏輯推理，看他們是否能夠舉一反三。但由於從 3 扇門直接跳到 1000 扇

門，恐怕學生在概念上難以連接，教師先以 4扇門和 5扇門做為「前導組體」（advanced organizer），

希望學生能從 4 扇門和 5 扇門出發，逐步猜測推論出必須選擇「換」，且獲得汽車的機率是

999/1000。 

（二）教案實施現場觀察 

條件機率問題本身不容易根據直覺判斷，本質上比古典機率困難。在這 50 分鐘的教學當中

無法期望學生對於條件機率能有全面性的理解，故本教案旨在觀察學生是否能掌握條件機率的

推理規律以進一步計算 1000 扇門時的情形。本次教案實施的場合是某次暑假高中數學營隊活

動，由本文作者親自進行教學，參加成員從高一到高三，共有 37 人。從最後蒐集的學習單中得

知， 

其中 20 人正確回答推廣問題，一開始盲目選一扇門會抽中汽車的機率是
1

1000
，抽中羊的機率

是
999

1000
，無論選哪一扇門「換」與「不換」的機率各是

1

2
，因此共有四種情形： 

1. 選到車決定「換」會得到羊，機率為
1 1 1

1000 2 2000
  ……（A） 

2. 選到車決定「不換」會得到車，機率為
1 1 1

1000 2 2000
  …（B） 

3. 選到羊決定「換」會得到車，機率為
999 1 999

1000 2 2000
  ……（C） 

4. 選到羊決定「不換」會得到羊，機率為
999 1 999

1000 2 2000
  …（D） 

因此無論選哪一扇門，若決定「換」而得到車的機率為

999

( ) 9992000
1 999( ) ( ) 1000

2000 2000

C

A C
 




，而決定

「不換」會得到車的機率為

1

( ) 12000
1 999( ) ( ) 1000

2000 2000

B

B D
 




。圖 4 是某生學習單的內容。 
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圖 4  學生計算條件機率樹狀圖 

19 位成功回答推廣性問題的學生對於這次學習活動抱持較高的滿意度，回饋意見大致上可

以分為兩類，一類是對於機率問題的思考更為深入，例如 A 生說之前對於條件機率都只知道怎

麼算，但都不曾瞭解為什麼，經過這次活動，覺得這種邏輯的問題比純計算的數學有更多思考

上的樂趣。另一類意見是不要輕信直覺，B 生就認為機率在不同的情況下不見得能套用同一種

方法計算，C 生則說以數學的角度去看會發現結果很令人意外。不過，對於數學推導出的結果

與直覺的落差，仍有學生覺得「以現實角度看來仍然有點難以理解」（D 生）。從以上回應可以

看出，對於條件機率計算出違背直覺的結果，有人讚嘆，也有人仍抱持懷疑態度。另外 17 人只

能部分回答，甚至完全無法回答問題。至於無法回答推廣性問題的學生，大部分的困難分成兩

類，一部分是以乘法律求獨立事件發生機率的概念薄弱，另一部分則是仍無法掌握樹狀圖的推

理過程。這些人的回應就較為保守或是消極。E 生就表示雖然照算式還是能算出來，但是還無法

掌握規律。 

（三）教案反思 

對一般高中學生而言，與古典機率相較，條件機率屬於比較難以理解的單元，所以本教案

嘗試從一個有趣的問題開始引發學生對直覺的懷疑與思考，再經由發現規律與邏輯推理，洞悉

直覺的盲點。以試教結果而論，大約一半學生在觀察分析（I&G-S）、邏輯論證（D&P-L）和發

現規律（I&G-P）這三個數學文化能力指標上有所進步，雖已達成部分成效，但仍有接近一半的

學生無法掌握條件機率的思考過程。究其原因有二，首先是學生成員的年級別不一，從高一到

高三，從第一類組到第三類組都有，所以可能導致試教結果差異性大。其次，即使教案試教時

即使已經以 4 扇門和 5 扇門的情形讓學生學習推廣，但短短五十分鐘時間可能仍不足以讓部分

學生理解條件機率之內涵和規律並進行推理。針對第二個原因，未來修編教案時可以考慮將施
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教時間延伸為一百分鐘，讓學生有比較充分的時間思考，並納入條件機率的公式解法（在事件 

A 已發生之條件下，B 事件發生的機率
( )

( )
( )

n B A
P B A

n A


 ），如此或許學生能夠從具體到抽象地

認識條件機率。 

另一個更值得思考的議題但在本教案中沒有處理的問題是「如何讓學生真正理解條件機率

和古典機率的差別？」。古典機率是在完全隨機之下所產生的結果，而條件機率卻是在特定條件

之下所產生的結果，已經改變原本的樣本空間，即使學生能順利以樹狀圖算出機率，對於這一

點學生可能也難以體會。黃文璋（2010）特別強調“機率很難，尤其條件機率”（p. 14），條件

機率的特性是機率值會因條件而改變。如前面所提「三卡問題」，當我們說「隨機從帽中拿出一

張卡片並將其放到桌上」，這時是古典機率，每張卡片被抽到的機率是三分之一。但是當我們說

「已知正面是藍色」時，後面的問題就變成條件機率問題，樣本空間已經因這句話而改變，其

間細微差異不容易體會。所以“在應用機率，特別是處理條件機率時，須得很謹慎，否則極易

犯錯”（黃文璋，2010，p. 27）。 

伍、結論 

傳統的數學教學最為人詬病的就是缺乏情境脈絡，直接從抽象的數學觀念出發，以至於無

法引起學生學習動機，而由於數學文化強調數學知識的人文、社會和歷史脈絡，引入數學文化

恰可以彌補此一缺失。本研究基於數學人文精神發展出數學文化素養的教案，並實地針對國中

生與高中生進行教學觀察。初步觀察結果發現，學生對於這兩份數學文化教案均表現出高度肯

定，也能從教學活動中掌握所與傳達的數學規律。不過仍有未臻理想之處。「費波納西數列」教

案一開始以「電影達文西密碼」的片段吸引學生注意，緊接著透過「兔子繁衍問題」讓學生學習

掌握數列的遞迴規律，之後介紹植物界的費波納西數列和「64=65?」活動深化學生對費波納西

數列的認識，最後要求學生依據給定的遞迴規則（從第三項起，每一項都跟前兩項相關）自行

創作數列。觀察結果顯示，學生對於費波納西數列的性質和「64=65?」活動印象深刻，而自行創

作數列的活動在認知和情意兩方面學生都表示滿意，但是很少學生在回饋單上主動提到歸納推

理，因此對於培養學生歸納推理的的成效不如預期。這可能是由於授課教師的時間考量，並沒

有給學生充分時間探索第六、七個月的兔子對數，反而是在學生尚未計算出之前直接說出結果

所致。另外，學生對於自然界植物中所隱藏的費波納西數列密碼的印象不深，這可能是課堂是

只是以圖片介紹，沒有讓學生親自接觸這些植物有關。根據 Kaygin 等人（2011）的研究結果，

由於學生實際觀察並計算毬果鱗片的螺旋，學生被自然界的數學密碼所吸引。因此未來可以發

展跨領域教學教案，讓學生實地到野外做植物觀察。再者，Marchisotto（1993a）透過讓學生裁

切卡片親身發現「64=65?」活動中視覺經驗的盲點，進而體認幾何證明的重要。但由於本教案
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對象是國一學生，且囿於時間關係因而並未實施。未來若針對國二以上學生，可以考慮在教案

中納入此動手做活動，強化有感學習。 

「霍爾遊戲」教案則是透過有趣的遊戲，讓學生體驗條件機率不能只依據他們在古典機率

中所習得的規則求解。為了使學生有感，教案中先從小樣本的信封抽獎開始，再進階到大樣本

的網站遊戲，讓學生逐步體驗到「換」與「不換」的機率確實有所差別。接著透過樹狀圖和列聯

表進行推理分析，以驗證（但非證明）「換」的策略確實贏得獎品的機率較高。為檢驗學生的理

解程度，先以 4 扇門和 5 扇門做為「前導組體」讓學生熟悉樹狀圖的結構和策略，再要求他們

計算出當有 1000 扇門時選擇「換」的策略所獲得汽車的機率。觀察發現，只有 54%的學生能正

確回答 1000 扇門的推廣問題，其他人只能部分回答，甚至完全無法回答問題。這結果證實許多

文獻所提到學生學習條件機率時所遭遇的困難，包括違反直覺、情境條件解讀錯誤和無法掌握

正確的樣本空間等等。可見 50 分鐘的教案雖然可以讓學生理解單一問題，但是卻沒能幫助他們

掌握問題的一般性。Burns 與 Wieth（2004）的心理實驗結果顯示，做出錯誤選擇的原因是沒能

理解這問題的「對撞結構」所隱藏的意涵，即 Glymour（2001）所說的，「獎品在哪一道門」和

「觀眾選擇哪一道門」兩個看似獨立的因素，因為「主持人打開哪一道門」而產生對撞。但若能

經過提醒與練習，受試者在類似問題的表現上會更好。此外 Tomlinson 與 Quinn（1997）指出，

學習條件機率時如果要讓學生獲得理性判斷所必需的數學技能，教學時必須專注於挑戰個人主

觀偏見，並藉由認知心理的啟發方式，適時展示機率推理的力量。所以若將教案延伸為一百分

鐘，除樹狀圖和列聯表的教學之外，是否應納入條件機率的公式解法，以讓學生理解數學以簡

馭繁的思維特性，這有待未來研究進一步證實。 

由於本研究所發展的教案時間只有短短一節課，無法進行長時間教學實驗並觀察成效，所

以得到的研究結果其推廣的價值受到限制。當初之所以只發展單節教案的主要考量在於學校教

師不可能長時間進行數學文化素養的教學，因此單節教案比較適合學校教師隨時彈性使用，屬

於實務上的考量。有鑑於許多研究都已指出融入數學史的教學對於學生的數學知識信念或數學

觀有正面的影響（Depaepe, De Corte, & Verschaffel, 2016; Liu, 2009, 2014），而目前許多高中均開

設數學選修課程，未來將可以進一步發展一整學期的數學文化素養課程，並觀察此課程對於發

展高中學生的數學知識觀點有何助益。 
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壹、前言 

數學家 Richard Courant 在 Morris Kline《西方文化中的數學》（Mathematics in western culture）

一書中提到，許多世紀以來，人們一直遵循數學是文化的組成部分之傳統，但在我們這個教育

普及的時代，這一傳統卻被拋棄了。大量枯燥乏味、商業氣十足的教科書和無視智力訓練的教

學風氣，在教育界掀起了一股反數學的浪潮。然而，我們深信公眾依然對數學有濃厚的興趣（Kline, 

1953/1995）。日本數學史研究學者平山諦在《東西數學物語》中也說，不管東方還是西方，兩千

年以來數學一直被人類所喜愛，誠然這不是為了考試，也不是為了單純的應用，而是因為人類

有追求真理、提高教養的慾望所致，於是數學就成了文化的一個基準（平山諦，1956/2005）。近

年所提倡素養導向的教育，對於數學教師而言，如何在數學領域提升學生國民素養？給予學生

機會嘗試感受數學的創造歷程，在教學中融入數學文化素材的方法，提升學生的學習興趣，豐

富學生對數學的認識，感受數學在人類歷史上的貢獻，及其文化魅力和人文價值，正是一個可

行的方式（李國偉、黃文璋、楊德清、劉柏宏，2013）。 

教育部在之前國民中小學九年一貫課程綱要曾強調：「在教師教學裡，引進與主題相關的數

學史題材，對學童的學習會有很正面的意義，尤其能協助學童將抽象觀念具體化。」（教育部，

2008）。至於現行的十二年國民基本教育數學領域課程綱要中也提及數學是一種人文素養（教育

部，2018，p. 1）： 

人類各種族文明造就出不同的思維文化，例如，古代東方數學偏向具象方式的歸納推

理，而西方則傾向抽象方式的演繹思考，數學史能夠幫助我們理解數學發展在不同時

期與不同文化的差異，更能協助教師釐清數學學習的主軸。所以適時地在數學教學之

中融入適當的數學史內容，可以提升數學教學品質與學生的學習成效。 

可見，數學史素材在數學教學中正可以扮演正向的輔助角色。 

但是就實際面而言，數學史相關素材搜尋不易，就算教師有心想要實施，第一個面臨的便

是素材何處尋的問題（蘇意雯，2011a）。Panasuk 與 Horton（2012）針對 367 位中學數學教師所

做的線上調查顯示，雖然大部分的教師都認同數學史在數學學習上的價值和地位，但是數學史

相關資源的缺乏卻是他們沒有在課堂上運用數學史的主要原因之一。另一個同樣針對 38 位中學

數學教師所做的研究顯示，大多數老師沒有在他們的課程中使用數學史，使用數學史的那些教

師是在課堂開始時，藉由提及數學家的生平故事以及古代文明對數學的貢獻，引起學生的動機。

另外該研究也發現，總體而言，教師只擁有較低層次的數學史知識，那些在課堂上沒有使用數

學史的教師在數學史知識上的得分比在課堂上有使用數學史的教師為低（Bütüner, 2018）。 
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對照國內狀況，上文提過目前實施的十二年國教課綱強調「數學是一種人文素養，宜培養

學生的文化美感」（教育部，2018）。針對 1992 年至 2017 年間的碩博士論文分析，有 143 篇涉

及數學史與數學教育相關議題之學位論文（蔡文榮、張鈞淇、劉柏宏，2019）。有數學素養的人

必應具備某種程度的數學文化內涵，透過數學文化融入教學，可以引領學生領略數學實境，進

而欣賞數學與文化的關係（劉柏宏，2016）。對於強調素養取向的新課綱而言，鼓勵教師運用數

學史融入數學教學正是一個值得關注的議題。 

因此，本研究由師資培育者及在職教師共同規畫開發十二年國教的數學史素材，希望能方

便現場教師擷取運用，也希望經由此一進路，讓學生在數學思維發展的脈絡鋪排中，更能清楚

所學的數學主題，增進學習興趣和概念理解。目前國內已開發之數學史教案多為需要數節課實

施（蘇意雯，2011b；蔡文榮等人，2019），而有心嘗試數學史融入數學教學的現場教師也容易由

於教學時數的限制及教學進度的考量而裹足不前（蘇意雯，2011a）。有鑒於此，本研究團隊視單

元需要，將搜尋到之素材串連成一節課的教案形式，所開發之數學史素材，包含了原始文本，

也鋪排數學家生平事蹟介紹，包含學生之學習工作單，方便現場教師使用。此外目前數學史融

入數學教學多為針對特定年級發展相關教案的研究（蔡文榮等人，2019），並沒有透過縱貫多個

年齡層的教案研發來歸納共同點或是需要考量的面向，因此，本研究配合十二年國民基本教育

數學課綱內容，發展出高中、國中及國小各階段的數學史教案，並透過實地教學、觀察、與分

析，檢測數學史教案之成效。本研究之主要目的為：開發配合十二年國教數學課綱內容之數學

史教案，並檢驗所開發出的數學史教案之成效。與之對應之研究問題如下： 

一、如何開發配合十二年國教數學課綱內容之數學史教案？ 

二、所開發出的中小學數學史教案之成效為何？ 

貳、文獻探討 

一、數學文化探討 

在西方文明中，數學一直是主要的文化力量，數學在使人賞心悅目和提供審美價值方面，

可與任何一種文化媲美（Kline, 1953/1995）。數學文化不是數學與文化，而是一種由數學物件的

形式建構而成的特殊文化，是人類文化系統中的一個子系統；是人類文化中一個有機組成部分，

與其他各種成分密切相關，並在相互影響中共同發展（童莉，2006）。數學文化是人類探索數學

知識時其行為的外顯和內隱模式，並藉由人類群體，特別是數學家社群，所創造獨特成就的符

碼（符號、圖形或文字）來傳遞。數學文化可說是人類探索數學知識的各種外顯和內隱行為的

模式，而數學知識就是藉由數學家社群所創造的獨特符碼，它可能以符號、圖形或文字的形式

來傳遞（劉柏宏，2016）。也就是說，數學以數學家和數學知識為中心去發展，其邊界與民族、
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社會、歷史、文化相互作用、時時滲透，文化在歷史上發揮了一定的重要作用（李國偉，2013）。

de Lange（2003）認為從歷史、哲學和社會觀點欣賞數學是當務之急，Niss 與 Højgaard（2011）

也認為不能只把數學當做一個理論學科看待，也應該重視與其他領域的連結，特別是和文化與

社會的連結，尤其是數學史和統計史。從歷史角度來看，數學最初只是人類文化的一部分，但

之後隨著數學本身和人類文明的進步，數學逐漸表現出相對的獨立性（張維忠，2011），數學的

歷史面向正是我們所不可忽視的。 

部分數學知識因應社會所需而社會化，而社會問題數學化的成果也反饋到數學本身。數學

依社會進步而發展，社會因數學發展而進步（方延明，2007）。赫希（R. Hersh）有一段關於數

學知識風貌的比喻，他形容數學就像一個出色的餐廳，在前面的用餐區，顧客們享用著乾淨且

精心烹製的數學菜餚。可是在火熱的廚房中，數學家卻在看起來雜亂無章的環境中，烹調著他

們的「新知識」（引自 Hellman, 2006/2009）。過程是掌握知識本質一個不可或缺的環節（洪萬生，

2009），在社會文化的脈絡下，社會團體及社會氛圍正會影響數學的發展以及數學家之間的互動，

數學家所處的學術環境會影響數學家之研究，數學知識的發生也與當代社會之進展有著交互關

係。介紹數學的社會面向，正有助於學生體認數學知識與社會之關聯（蘇意雯，2015）。 

數學知識經常被視為超越種族地域的真理，但客觀事實也說明，數學知識的發展仍具有民

族的歧異性。近年興起的民族數學（ethnomathematics）研究可看成是一種關於數學的人類文化

學（張維忠、唐恒鈞，2008）。什麼是民族數學呢？根據 Borba（1990）的說法，所謂的民族數

學就是特定文化族群所表現出來的獨特數學概念。值得注意的是，在這裡的「ethno」和

「mathematics」應該用更宏觀的角度來考量。也就是說，「ethno」不再如過去般僅僅代表生物性

的「種族」，而是意指「文化族群」。此外，舉凡做算術、歸類、排序、遞推、統計等等一系列的

活動都可稱為「mathematics」。在不同的時代、不同的地點，人們由於生活的需要，或者為了對

周遭的現象尋求解釋，會隨著各自的文化環境，發展出一套解決問題的工具、技術和理論，民

族數學是不同文化背景所體現的數學概念，不同民族的文化遺產都值得珍視，也是後代子孫的

寶藏（蘇意雯，1994）。因此，讓學生了解數學的民族面向，也是不可或缺的一環。 

美國歷年來的數學課程指引一向重視數學知識的人文面向。例如美國數學教師協會

（National Council of Teachers of Mathematics [NCTM]）早在 1989 年就指出，要瞭解數學的價值

就必須讓學生認知到數學與歷史情境間之互動，與此兩者互動結果對我們文化與生命的影響

（NCTM, 1989）。2000 年則再次強調在此快速更替的世界中，數學是人類最偉大的文化和智識

成就之一，公民應發展對此成就的珍視和理解，包括其美感甚至娛樂面向（NCTM, 2000）。透過

數學文化融入教學，正可以引領學生領略數學實境，進而欣賞數學與文化的關係（劉柏宏，2016）。 

至於為何在數學教學現場，需要布置數學史素材呢？Heiede（1992）認為教數學還必須教數
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學史，因為一個學科的歷史也是該學科的一部份，就像是如果沒有意識到即使是對數也有自己

的發展軌跡，你也像沒有學過對數一樣。這樣的認知對於小學和國中階段的教師更為重要，因

為孩子們對數學所形塑的第一個印象往往也是非常持久的。對於國小師資培育過程中的分數主

題教學，Park、Güçler 與 McCrory（2013）雖然不強調分數的歷史發展應該是課程的一部份，但

是認為一個很重要的面向就是，讓師資生從中了解到即使是對過去的數學家或是目前的學生而

言，「視分數為一個數」都不是一件顯而易見的事，讓這些未來的國小教師能有足夠的機會充實

他們自身的學科內容知識，也更能理解將來任教的學生對於分數的思考。Mann（2011）發現英

國數學史社群的多樣性面貌，也影響了數學史學科本身的發展，例如在大學教學上，由於質量

保證機構（Quality Assurance Agency [QAA]）關注於發展溝通以及批判性思考等畢業技能，也鼓

勵了對於數學系學生教授數學史模組。同樣的，也有許多熱情的學校數學教師被歷史所吸引，

並使用歷史資料來激勵他們的學生。資格和課程發展機構（Qualifications and Curriculum 

Development Agency [QCDA]）最近也將“歷史和文化脈絡”納入學校數學課程，這也顯示了數

學史是有價值的教育工具（Mann, 2011）。事實上，早前 Fasanelli（2000）分析中國、希臘、義

大利、荷蘭、波蘭、澳洲、巴西、丹麥、法國、紐西蘭、挪威等等國家的課程綱領，就發現數學

史可以在情意、認知、文化活動相關部分的啟發上佔有一席之地。下一節，我們將探討如何將

數學史融入數學教學。 

二、數學史與數學教學 

承上所述，我們得知數學史素材的引用，可以涵蓋情意、認知及文化活動等面向。對教師

而言，適當的史料剪裁及文本的提供，正可以當作教學上的範例，幫助學生對於數學重要概念

的體會和啟發，於數學教學時適當引入（洪萬生，2002；蘇意雯，2011a，2011b，2018；蘇意雯、

黃俊瑋、陳靜惠、林明怡，2014），開發數學史教案，讓學生知曉數學之歷史脈絡，領略數學文

化面向，將素材與更多社群同儕分享，正是研究者執行本研究之目的。 

本研究所開發的數學史教案，主要關注於數學思維發展的歷史脈絡以及各民族文化的數學

知識產物。教師在課堂中，可以就多元面向，向學生分享數學文化的關懷，以下研究者將分別

加以敘述並舉實例詳細說明。 

教師可在講課中穿插介紹數學家的生平事蹟以及奮鬥過程，例如祖沖之父子竭盡心力割圓，

終於提出圓周率近似值，領先世界的傑出成就，讓學生興起向大師學習的壯志，以及「有為者

亦若是」的豪情。另外也可以讓學生經由認識各民族所呈現之各具特色的數學發展，進而珍視

數學的文化性（洪萬生，1998、2002；蕭文強，1992；Tzanakis & Arcavi, 2000）。例如介紹日本

數學家如何藉由繪馬傳統，衍伸出算額，從而促進日本本土數學的發展，形成日本數學的獨特

樣貌，讓學生明白地域的不同，會孕育出不一樣的數學風情（蘇意雯，2007，2011b）。 
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教師也可以對數學符號或是數學概念的源起，加以整理，適度介紹，幫助學生知曉數學知

識與人類活動之關聯。也就是透過對數學文化遺產的緬懷、追溯、獵奇與探索，讓學生得以認

識古算家的數學思維與發展軌跡，進而領會文化交融的啟發與創意。例如從歷史源流看虛數思

想發展的過程，由 Cardano（1501-1576）到 Bombelli（1526-1572）解三次方程式時第一次不得

不正視複數，到 19 世紀數學上接納這些數，經過相當長一段時間的發展，數學家花了幾世紀才

解決了這個問題。此外，在強調跨領域的現代，教師也可以從數學史中搜尋能與其他領域連結

之素材，讓數學的學習更為豐富。例如安排數學詩題材，進行數學與文學之結合，從古代數學

詩解題到現代數學詩賞析，並讓學生嘗試數學詩創作，此教案正可以和國文領域連結，達到跨

領域的學習目標。 

對於數學知識內容的闡釋，教師可以妥善運用古文本上的問題，作為啟蒙例之用，讓學生

古今觀照，比較現行策略和原始文獻之異同。也就是說我們可以在數學發展史中，找出與教科

書的單元有關之適當的歷史素材，使學生有所參照。例如在高中階段雖然用三角形面積公式和

餘弦定理可以導出海龍公式，但是教師也可以補充被譽為初等幾何中最高明的數學證明之一的

海龍公式原始證法，或是中國秦九韶等價於海龍公式的三斜求積術。此外還可以藉由文本讓學

生比較各種不同的解題方法或思考方向，解放對數學的單一思考方式。例如提供畢氏定理的多

種證法，從希臘歐幾里得的《幾何原本》中利用全等三角形的想法，到中國趙爽直接由面積看

出關係的弦圖等等。事實上，恰當運用古代文本，也能造成學生的認知衝突，進而釐清學生的

觀念，例如在機率教學時，提供賭金分配問題，藉由數學家佩西歐里（Luca Pacioli, 1445-1517）、

卡爾連奇（Filippo Calandri, 1467-1512）、費馬（Pierre de Fermat, 1601-1665）、巴斯卡（Blaise Pascal, 

1623-1662）的不同想法，提供學生討論及探索的機會（洪萬生，1998，2002；蕭文強，1992；

蘇意雯，2007，2011b；蘇意雯等人，2014；Tzanakis & Arcavi, 2000）。 

荷蘭數學家也是數學教育大師 Freudenthal（1973）認為數學是人類的活動，數學必須與現

實連結、接近孩童的經驗、與社會相關。Gravemeijer（1989）提出引導式再發明、教學現象學以

及必要的建模三個啟發式的教學設計。再發明原則首先建議教學設計者關注數學史以明瞭在時

間長河中，確切的數學實作發展，也建議必須探究從學生非形式化的解釋以及解法是否可能預

期更多的形式化數學實作，如果答案是肯定的，那麼學生初始的非形式化推理就可以當成再發

明過程的起點。利用歷史資源，教師也能有效提供、支持不同狀況的學生學習（Michalowicz, 

Daniel, FitzSimons, Ponza & Troy, 2000）。事實上，數學不同部分的諸多連結確實存在，關注歷史

是察覺這些連結的一種方法，對於我們以及學生而言，知道一個概念的歷史，可以導向更深層

的理解，且經由學生的積極參與，可以提升他們的數學成就感（Berlinghoff & Gouvêa, 2004/2008），

數學史之重要性可見一斑。 
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對於數學史融入數學教學的方式，除了以說故事口語講述方式實施、以學習工作單方式實

施、以數學史動畫或影片輔以學習工作單方式實施（蘇意雯，2011b；蔡文榮等人，2019），數學

史料還能結合現代科技，以電子繪本的形式賦與學生更新的感受及多樣化的選擇（蘇意雯，2020），

不過在數學課堂上，教師口述數學史以及學習工作單輔助和課程結合，是較為常用的方式。 

如前文所述，目前實施的十二年國教數學課綱提到「數學史能夠幫助我們理解數學發展在

不同文化的差異」、「教科用書之編寫可適當編入數學史、民族數學及數學家介紹，以引發學生

興趣、培養其欣賞數學發展的素養，並了解不同性別者的成就與貢獻。」（教育部，2018），可見

數學史在國內數學教學上所受到的關注。事實上，國際數學教育學界早在 1970 年代起，就開始

注意在數學教學上輔以歷史取向。數學史與數學教學的關聯之國際研究群（International Study 

Group on the Relations between the History and Pedagogy of Mathematics）也因此應運而生。此研

究群關切數學史與數學教學之關聯，致力於數學史學對數學教育的應用，目的是利用數學史的

研究成果，以及數學史與數學教育的互動，進而提升數學教師的教學品質與學生的學習成效（洪

萬生，1998）。研究者身為此研究群諮詢委員會之成員，也嘗試發展臺灣本土中小學數學史教案，

期能與國際學界交流分享。 

參、研究設計 

一、研究方法 

本研究為質性研究，研究團隊共同討論搜尋適用於十二年國教數學課程的數學史素材，編

製成教案，進而實施於教學現場，並觀察學生的反應。針對數學史教案的開發及實作，主要是

依循研究者從詮釋學的理念出發，沿用由 Jahnke 的「雙圈」（twofold circle）之概念（Jahnke, 1994），

考慮文本、脈絡和讀者的關係，以及 Horng（2006）的詮釋學（循環）四面體所發展出來的 HPM

（History and Pedagogy of Mathematics）實作之模型（如圖 1 所示）（蘇意雯，2004，2007，2011b；

Su, 2006）。在此模型中上方的 T 代表教師教學；左圓中 E 代表教科書編者；S 代表課程標準；

K 代表數學知識；C 代表教科書內容；M 是古代數學家；右圓中 O 是數學物元；T 是數學理論；

I 則是體會各循環之後的自我詮釋。由 E、S/K 和 C 這三者的循環組成了 C1 的圓，M、O 及 T 三

者的循環則組成了 C2 的圓。研究團隊經過 C1 循環，詮釋了解教學內容和目標之後，再到 C2 尋

找史料，詮釋所蒐集到的數學史素材是否符合 C1的內涵，若覺得在史料上有所欠缺，必須再回

到 C2 搜尋，再經過自我詮釋後編製成教案，實施於教學。 



  35 

T 

教師教學

E

S/K C

M

O T

I

自我詮釋

C1

教科書編者、課
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古代數學家、數
學理論和數學物
元共同構成

 

圖 1  HPM 實作之模型。引自「運用古文本於數學教學—以開方法為例」，蘇意雯，2007，

台灣數學教師(電子)期刊，9，65。 

本研究開發適於十二年國教數學課程之數學史教案實施於教學，進而明瞭學生之學習成效。

參與研發及教學實驗教師共 8 人，教學實驗對象及人數分別為國小學生 46 人、國中學生 160 人

以及高中學生 166 人。教學實驗之研究工具為學習工作單以及課程實施學生學習意見表和教師

的回饋意見表。本研究資料收集方式，主要以「觀察」、「文本收集」、「問卷」等方式取得，藉由

資料來源與蒐集方法的多元性，探究數學史教案融入數學教學之成效，提高研究資料的可信度。

由「觀察」所收集到的資料，是指教學現場之觀察記錄，「文本收集」包含學生的學習單，以及

參與教師的實作心得。「問卷」指的是學生和教師的回饋意見表，從這些資料中，我們可以更清

楚得知所開發出數學史教案之適切性。 

二、研究步驟 

本研究為中小學數學史教案開發以及教學實踐，研究者依照上述 HPM 實作之模型發展中

小學數學史教案，並加以實踐。Fink（2003, 2005）提出在課程規劃之前，必須考慮三大情境因

素，那就是學習目標：「我想要讓學生學習什麼?」、教學和學習活動設計：「為了達成學習目標師

生應該如何做?」，以及回饋及評量：「師生如何知道達成了學習目標？」。這三大要素應形成一

個設計迴圈，彼此支持及增強。本研究的目標是分析數學史相關文本，從中擷取資源，開發中

小學數學史教案，並進行教學，讓學生經由數學文化面向，學習到相關之數學知識內容，藉由

學習工作單以及問卷等研究工具加以評鑑。研究者參考密西根大學教學研究中心（Center for 

Research on Teaching and Learning）所揭示的準則（http://www.crlt.umich.edu/gsis/p2_5），教案設

計遵照 1. 列出學習目標、2. 準備開場白、3. 規劃學習活動、4. 測試學生的理解程度、5. 準備
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結語與預告以及 6. 設定進程時間表等六個步驟進行。本研究開發適合中小學使用之數學史教案，

為方便教師教學使用，每個教案設定教學時間為一節課。 

在教師教學階段，也就是研究團隊將所編製之中小學數學史教案經過專家諮詢及修改後，

研究者延請現場教師於中小學數學課堂，進行教學。針對教學實驗的結果，提供研究者對於主

題選擇、順序邏輯性、素材呈現方式、估計時間、學生反應等方面加以反思及改進，使下一次再

度進行的 HPM 實作能更為完整成熟。 

肆、研究結果與討論 

本研究開發了高中階段的「托勒密定理與和角公式」教案、國中階段的「最大公因數」教

案、國小階段的「分數與十進位制小數」教案，皆依照 HPM 實作之模型進行。以「托勒密定理

與和角公式」教案的開發為例，一般教師教學都聚焦在 C1 循環，在單元擷取的過程，研究團隊

認為三角學及其相關公式的主題，往往是學生學習困難的單元，學生們對於許多三角公式的了

解和使用都有障礙，此時正是數學史融入數學教學的適當時機。在數學的發展歷程中，希臘天

文學家及數學家托勒密（Claudius Ptolemy）用數學捕捉星空的規律，其所發想的托勒密定理可

以說是三角學的結晶（蔡聰明，2003），因此研究者與研究團隊進行文本分析，進入 C2 循環尋找

相關史料，針對「托勒密定理與和角公式」教案，研究團隊首先藉由數學普及讀物《數學拾貝》

（蔡聰明，2003）中的相關章節，對托勒密定理脈絡有一個通盤概略的了解，接著直接搜尋數

學史文本，藉由網路資料（http://www.univie.ac.at/hwastro/rare/1515_ptolemae.htm），查閱托勒密

Almagest（1515 年版）著作，做更細緻的布置鋪排。在自我詮釋階段，研究團隊考量十二年國

教數學課綱以及相關數學史料，思索如何將數學史料轉化為教學素材，編製成教案後再進行於

教學。關於詳細教案內容及實施情況，研究者將於以下篇幅分別加以闡述。 

一、「托勒密定理與和角公式」教案實施分析 

三角學的發展源於人類的需求，現今高中階段所討論三角比的許多性質和公式，其實遠在

希臘時期就被發現並且使用。「托勒密定理與和角公式」教案的設計理念就是想回歸到三角學發

展的歷史脈絡，讓學生理解三角學的發展來自人類對於量天測地的需求，希望透過有脈絡意識

的問題設計，讓學生體會三角學的幾何面向。 

研究團隊成員蒐集、研讀與討論相關的數學史文獻，希望透過學習工作單的設計和引導，

讓學生了解本單元。本份「托勒密定理與和角公式」教案的主要目標在於托勒密定理的性質與

證明，以及利用托勒密定理證明和角公式。在發展階段中，本教案在介紹和角公式的主題上，

就以托勒密的天文學為背景，闡述在編製弦表的需求下，自然而然會需要和角公式。接著教師

提問托勒密究竟如何解決這個問題，推導出和角公式？引動學生的好奇心，順勢介紹托勒密定
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理，再延伸出和角公式事實上就是托勒密定理的應用。 

此份學習工作單共設計六個問題。首先描述歷史脈絡，希臘的天文學家托勒密（西元前 110

年到 170 年），在西元 150 年左右出版十三冊的數學文集，蒐集當時已知的數學與天文學知識，

成功地描述行星運動現象，鞏固了地心說。後來，這套書傳到阿拉伯，被阿拉伯人稱為《天文學

大成》（Almagest, The Great Treatise），又再傳回歐洲，直到文藝復興初期，托勒密的地心說都是

天文學的典範。當時的希臘人已經體認到，不管是天文學「測星」或幾何學「測地」都需要知道

各種圓心角所對應的弦長。問題一到問題三，是讓學生了解圓的弦長和圓心角、圓周角的彼此

對應關係，強化他們所學的三角函數定義和正弦定理的幾何意義，進而在弦表編製的目的下，

知道和角公式的必要性。 

問題四則是托勒密定理的介紹，這個定理所需的知識是國中所學習的歐氏幾何，設計成閱

讀填空的形式，引導學生一步步完成填答，就能理解托勒密定理的證明。問題五和問題六就是

利用托勒密定理推導出和角 sin(α+β)、cos(α+β)，以及差角 sin(α–β)、cos(α–β)，學習工

作單詳細內容請參閱附錄。 

在課堂實施情形上，研究團隊依照班級學生特性，以兩種方式施行。第一種是問題一到問

題三，以課堂發問，學生回答，由於這些問題和前面單元相關，學生很快就回答出正確答案。問

題四關於托勒密定理的證明，由於設計成閱讀問題，學生只要能順著文章引導下來，都能了解

托勒密定理的內容和證明，因此本題是讓學生分組討論，再請學生上臺說明答案和解釋原因。

問題五由老師進行講解，帶領學生完成各小題的回答。問題六再由學生分組討論，並上台說明

答案和解釋原因。同時，教師在課堂全程使用電腦輔助圖形的呈現，讓學生能直接看到教師或

同學講解所指涉的圖形，能順利溝通，並且於過程中不需重新畫圖，節省時間，將本教學活動

控制於一節課完成。由於此六個問題都是有正確答案的選擇或填充題，教師在課後收回進行批

閱，由學生作答的狀況來看，都充份理解整個學習單的問題。學生也在之後的學習意見表寫下

「比起純粹背下公式，這樣的學習方式似乎更加有趣，也讓人有較深印象。」、「第一次知道可

以用別的定理證和角公式，引發我們思考。」、「比課本寫得更容易理解。」等回饋。 

第二種教學方式是由於教師認為班級學生特性缺乏共同討論的氛圍，沒有採用較花時間的

分組討論方式，而是以個人自主學習以及回答問題的方式進行。在進入和角與差角公式單元的

第一節課，教師以此份學習工作單代替課本教材進行教學與學習。於上課時，教師先說明學習

工作單的學習目的及脈絡，接著以加分為誘因，每一個問題先讓學生自行閱讀與思考作答，接

著每個小題再讓全班學生進行搶答；配合平板教學，在每個問題的圖形之中填入答案，並在每

個問題回答完畢之後歸納此問題的目標與結論。 

在實施的過程中，由於問題難度不高，又有加分的誘因，因此學生回答頗為踴躍，能自己
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思考出問題的答案並進行回答，順利達成教學目標。藉由學習工作單的設計，讓學生練習在圖

形中以正弦與餘弦表示邊長，實驗教師認為這一點恰好是該校學生在傳統教學普遍不易學習的

地方。此外這份學習工作單利用幾何的方式讓學生學習和角公式與差角公式的證明，在教學過

程中，教師觀察到學生的參與度比往年要來得高，課後的反應回饋也都認為比較曉得三角函數

的作用，大都有正面的回饋。不過教師也反思以這樣的方式進行，完成整份學習工作單需要花

費比一節課還要多一點的時間，如果教學進度趕不上的話，會覺得時間不夠，但在下一年度的

課程中，實驗教師就以一節課的時間完成本份學習工作單的教學。 

此份教案將和角公式放在托勒密編製弦表的脈絡下，進而引出學習和角公式的必要性，以

及希臘數學家如何推導出和角公式。對於這樣的學習安排，學生普遍能夠接受，也認為能提昇

他們學習和角公式的意願，例如「我覺得這個課程很有趣，也幫助我更加了解和角公式。許多

人都認為公式要死背，但透過此課程，可以發現公式應是用推論並慢慢思考理解，而不是靠硬

記。」。針對此份學習工作單對和角公式課程的學習效果部分，學生大多給予正面的肯定，由學

生實地填寫的回饋也可發現，以這樣的方式進行和角與差角公式的課程內容，學生比較能由幾

何意義中體會公式的由來、公式的涵義與公式的學習目的，可以強化此單元的學習動機。實驗

教師也認為就進行期間同學的反應來看，由於問題難度不高，同學皆能自己思考出問題的答案

並進行回答，可順利達成教學目標。本份教案於台北市兩所高中實施，經過 166 位高二學生的

教學實驗及回饋問卷，有 83.7%的學生認為此課程能幫助他們了解和角公式的原理，由於學習

工作單讓學生必須藉由閱讀，實際參與推導過程理解公式，也有 75.9%的學生認為此課程能提

升他們思考與分析的能力（Su, Su, & Su, 2018）。 

參與教學實驗的教師也表示，現行教材在三角學的「和差角公式」單元的課程設計，通常

都是以代數的操作為主，如果依課本內容進行教學，學生很容易失去興趣，認為只要把公式背

起來即可，而不管和角差角公式還有什麼意涵，同時在學習的動機方面也需要靠教師個人補充。

藉由這份學習單，可以讓學生回到三角函數之所以誕生的脈絡（圓內接三角形與四邊形），利用

這樣的幾何圖形讓學生實地「看到」正弦與餘弦對應的線段，以及從圖形中理解在和角公式與

差角公式中正弦與餘弦的關係。同時教案引用的托勒密定理以及問題設計的難度，並不會造成

學生的學習負擔，可以在實施過程中輕易地達成本單元的教學目標，學生也有另一種學習體驗。

另一位教師也觀察到實施這份學習工作單時，因為跟以往的學習經驗不同，感覺學生比較有參

與感，能融入在教學活動中，有些學生可以明顯發現認真在思考學習。不過教師也認為如果有

更充分的時間學生會學習得更完整，因為進度壓力，無法挪出太多時間有點可惜。 

二、「最大公因數」教案實施分析 

本研究團隊成員針對國中數學主題，蒐集、研讀與討論相關的數學史文獻，藉由《九章算
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術及其劉徽注研究》（李繼閔，1998）的參考以及《九章算術》原典的資料剪裁，完成「最大公

因數」國中數學史素材的開發及相關教案設計。在國中一年級的數學教科書中，編入了利用標

準分解式和短除法兩種方法求出給定兩數的最大公因數。「最大公因數」教案主要是介紹第三種

求最大公因數的方法，也就是中國算書《九章算術》中的「更相減損法」。 

「最大公因數」教案的教學目標是（一）介紹《九章算術》中的「更相減損法」，一種求最

大公因數的做法。（二）讓學生能認識《九章算術》，並透過「更相減損法」的例子，讓學生對於

最大公因數的性質有更多的認識。 

關於學習工作單的布置，問題一首先讓學生利用標準分解式和短除法求 18 與 10 的最大公

因數，接著進行下面活動： 

（1）準備一張長 18 公分，寬 10 公分的長方形紙片，將短的一邊對摺到長邊，使得邊緣對齊，

摺出一個最大的正方形。 

（2）將多餘的長方形紙片用剪刀剪下（或用尺撕下）。 

（3）對剪下（或撕下）的長方形紙片重覆步驟（2），直到剩下的紙片為正方形為止。 

然後教師讓學生思考此活動所獲得的結果與問題一的關聯。 

接著教師介紹中國古算書《九章算術》，本書成書大約在西漢末年，內容分成方田、栗米、

衰分、少廣、商功、均輸、盈不足，方程、勾股等九章，共 246 個問題。由於《九章算術》是許

多中國古代數學問題的源頭，吸引許多數學家深入研究，並且以術文統率應用問題的體例成為

後來數學著作的典範，這使得《九章算術》深刻影響後來中國數學的發展（李繼閔，1998）。《九

章算術》一書中曾介紹求最大公因數的方法，安排於學習工作單之問題三。 

為了讓學生評鑑文本內容，學習工作單接著詢問學生是否贊成劉徽的說法，並請他們說出

理由。問題四是讓學生分別利用標準分解式、短除法及更相減損法三種不同的方法，求      

(180, 126) =？接著請學生比較這三種方法，挑出最喜歡的一種作法，並說明理由。 

本教案於國中實作，實驗教師對於「教案說明是否清楚？」以及「教案是否易於教學實施？」

等問題，都表示「很同意」之評價。至於「教案是否符合教學目標？」、「教案是否幫助學生理解

教材單元中的教學概念？」、「學習工作單問題陳述是否清晰易懂？」、「是否能經學習工作單達

成教案設計教學目標?」，以及「學習工作單是否幫助學生了解數學的歷史文化面向?」等問題，

實驗教師也都給予「同意」的回應。 

此外，針對課堂實作，實驗教師也給了一些心得及建議。關於問題二，實驗教師觀察班上

有將近一半的學生，是先填完所有空格才開始動手操作，先動手操作的學生，後來也幾乎都是

直接就學習單上所給的圖形來填答。實驗教師認為「似乎對學生而言，這樣的『具體操作』沒有

絕對的必要性？」，也因此，實驗教師建議改為直接在學習單上給學生空白圖形，然後讓學生進
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行如下操作（操作活動請參見圖 2）： 

（1）這是一個長 18 單位、寬 10 單位的長方形，請在這個長方形中，畫出一個最大的正方形（塗

上第一種顏色）。 

（2）繼續在剩下空白的長方形中，再畫出一個最大的正方形（塗上第二種顏色）。 

（3）重複（2）的步驟，直到剩下空白的部分是正方形為止。 

 

圖 2  問題二活動示意圖 

實驗教師認為這樣的操作讓國中生可以透過「圖象」來觀察與思考，教師在教學使用上也會比

較方便，即使不著色也可用不同斜線等區別。不過關於本題，在事後的回饋表中，也有些學生

寫到「最有趣的是可以動手摺紙」、認為「還挺好玩的」、「會讓我印象比較深刻」。 

在討論問題一與問題二間的關係時，實驗教師帶領學生用以下的表格（圖 3）去做紀錄、觀

察： 

 

圖 3  問題二填寫表格（灰底部分是實驗教師建議之後改版可加入之部分） 

透過這樣的表格化的整理，學生更能夠看出彼此間的關係。原始版本中多數學生都可看出最小

正方形的邊長就是 10 和 18 的最大公因數，討論中更有學生發現表格中所有的數字都是最大公
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因數的倍數，這讓學生在問題三看到劉徽說明的原因時，能夠有更好的理解。 

有關問題三的提問：回顧問題二，你贊成劉徽的說法嗎？請說出你的理由。很多學生都只

寫了贊成，然後就不知道該如何下筆。經實驗教師詢問，學生大多數回答說：「劉徽說的就是對

的呀！」、「他說的就是理由，所以不知道還要寫什麼？」。因此實驗教師繼續引導學生：「那為

什麼還要一直輾轉相減呢？」、「相減的結果，跟原來的數、最大公因數有什麼關係？」、「這對

我們想找出兩數的最大公因數有什麼幫助？」，學生才逐漸能夠理解這題到底要他們觀察什麼，

在小組討論的過程中，學生慢慢可以找到一些線索，在師生的對話中，逐步確認自己的想法，

這樣的過程雖然需要花比較多的時間，但實驗教師覺得這個過程是非常好的。 

在介紹問題三的史料時，實驗教師後來選擇把完整的資料都呈現給學生： 

更相減損術記載見於《九章算術》方田章約分術，可以求出一個分數的分子、分母的最大公因

數，其步驟如下： 

約分術曰：可半者半之；不可半者，副置分母、子之數， 以少減多，更相減損，求其等也。

以等數約之。 

主要原因是實驗教師認為學生會覺得很疑惑「為什麼明明算的是最大公因數，可是卻不是用『除

法』，而是用『減法』來算，古人『怎麼想到的』？」，也因此實驗教師決定把整個史料完整的呈

現，可以讓學生更了解發展的脈絡，對於古文的部份，教師也用白話文加以解釋，幫助學生理

解。 

除了教案和學習工作單外，本研究還分別設計了教師及學生的意見表，在事後的回饋表中

顯示數學史的引入，獲得學生的認同。很多學生都特別提到這個部分，覺得「故事內容很有趣」、

「原來數學背後也有一個有趣的故事」、「我覺得故事加強了我的記憶」、「歷史上的數學引起我

的興趣」、「從背公式變成推導公式、我更知道在做什麼了」、「希望以後可以有更多跟這次學習

單一樣，聽歷史、學數學」。 

問題四是求 180 和 126 的最大公因數，幾乎所有的學生用三種方式做完以後，都覺得短除

法是最簡單的，因為最大公因數 18 = 2 × 32，學生在做短除法時完全沒有困難。反而是更相減

損法的過程，很多學生都覺得算式太多了很麻煩，而且有的學生不小心還會減錯，結果算不出

正確的答案。也因此實驗教師又故意設計了一題，讓學生求 493 和 667 的最大公因數，這時學

生很難直接找到兩個數的公因數，才感覺到使用更相減損法的需要。之後實驗教師也再讓學生

去討論什麼時候、用什麼方法相對會比較方便，希望他們可以了解到問題有時候並不是只會有

一種解法，學會愈多的方法、想法愈靈活，解決問題的方法就會更多元、更有彈性。在事後的回

饋表中，也有學生寫到「雖然沒有很快、但有時候很有用」、「可以了解不同的計算方法很好」、
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「我覺得很有效率、只是要學很久」、「這讓我以後遇到這種類型可以判斷得快一點」。 

實驗教師以一節課的時間完成本份教案，從教學過程觀察，整體而言，學生對這份學習工

作單多給予正向的回應（Su, 2019）。實驗教師也肯定本份教案的成效，並提出建議。研究團隊

也從實驗教師的教學回饋中，再加以修改所開發之教案及學習工作單，使能更符合學生需求，

讓所開發之數學史素材，更能適用於國中數學教學。 

三、「分數與十進位制小數」教案實施分析 

研究團隊藉由參考數學普及讀物《溫柔數學史》（Berlinghoff & Gouvêa, 2004/2008）以及進

一步延伸的 A History of Mathematics—an Introduction（Kate, 1993）等書，完成分數與十進位制

小數教案。本份教案適用對象為國小三年級，隨著小數位數的增加也可適用於四年級。教學目

標是著眼於以數學史上的素材，從學生已有的分數概念著手，尤其分母為 10 的冪次的分數，將

分數以分母這個單位的次數重新解讀，配合整數十進制中的位值表示法，將分母為 10 冪次的分

數表示為小數。這份學習工作單為小數概念的引入，研究團隊建議在小數單元一開始使用，本

教案以二位小數為例，此為考量有二位小數時較容易說明概念，教師可於三年級或四年級實施。

與此相關之學習內容為「N-3-10 一位小數：認識小數與小數點。結合點數、位值表徵、位值表。

位值單位「十分位」。位值單位換算。比較、加減（含直式計算）與解題。」以及「N-4-7 二位

小數：位值單位「百分位」。位值單位換算。比較、計算與解題。用直式計算二位小數的加、減

與整數倍。」。學習工作單首先從埃及的單位分數引入，讓學生從單位分數的想法來思考分數，

接著再介紹一千多年前（中世紀）的歐洲將分數中的分子稱為「計算者」，代表計算個數；分母

稱為「命名者」，代表什麼樣的大小單位。 

之後學習工作單再繼續介紹荷蘭數學家史提文（Simon Stevin, 1548-1620）於 1585 年出版的

《十分位》這本書引用小數的表示方法，利用十進位的概念以及一般的阿拉伯數字表示分數， 

以單位 1 後面的○0 表示小數點，小數點後面數字中的①等表示單位 1 後面的第一部分也就是
1

10

（我們現在稱為十分位），②表 1 後面的第二部分也就是
1

100
（現在稱為百分位），然後解釋像

32○0 5①7②就是 32 又
5 7

10 100
，即

57
32

100
，史提文認為將分數表示成小數之後，就可以讓整數算 

術的簡單算法應用到分數的計算上。我們現在簡化了史提文的符號，用「.」表示小數點，並省

略小數點後面的①、②…，譬如 32○0 5①7②以現在的表示法寫成 32.57。介紹完歷史脈絡後， 

再讓學生依照史提文的表示法， 將 21 ○0  4 ① 6 ②分別以分數和小數表示 ，再將

37 3 7
125 100 20 5

100 10 100
     以現在的表示法表示成小數。 

針對分數與十進位制小數單元，29 位四年級學生有 31%認為故事很有趣，34%認為能提升
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學習數學的興趣，有 62%的學生認為更能了解此單元內容。同一單元針對另一班 17 位四年級學

生，卻有 82%學生認為故事有趣。針對實施情況，實驗教師認為在本節課一開始時，學生對單

位分數極有興趣，尤其是古埃及人對單位分數的表示法。學生能說出他們認為何者表徵代表百、

十、一，另外關於分子橢圓形畫法有大有小，就有學生的解釋為分母數字愈大，圓形就愈大。至

於在歐洲將分子稱為「計算者」及分母稱為「命名者」方面，學生較無反應。可能因為已經學過

十分位與百分位，對於西元 1500 年前的說法反而覺得比較複雜不實用。 

針對本小節最後小題所安排的「若想將
37 1 1

125 100 1 10 2 1 5 3 7
100 10 100

          省略代

表位值的 100、10、1、
1

10
、

1

100
，可表示成       」此問題學生較為無感，並且多數學生不 

懂題目的意思及要求。學習工作單最後，在進行荷蘭數學家史提文《十分位》這本書引用小數

的表示方法時，實驗教師認為學生覺得有趣也發現現在小數點的便利性。 

教學實作後，實驗教師認為：「從古埃及對單位分數的引入時，個人覺得十分有趣，像是開

了眼界的學習。加以圖像對學生而言具有吸引力，學生自己去發現古埃及在分數上何種表徵代

表百、十、一的興趣是強烈的，教師能感受學生的學習動機。」。有關學生較無反應的部份，實

驗教師也表示，「在中世紀的歐洲將分子稱『計算者』，分母稱『命名者』，個人認為比較沒有引

發學生思考的故事成份，導致學生學習突然由熱轉冷，加以學生已學過分數，所以過去複雜化

的方式，反而令學生沒有興趣。但個人也思考過是否是教學者個人在此的教學問題，例如，沒

有相關數學史概念、學生已學過分數小數，期末最後二天學生已無心上課等，導至學生此時學

習較無感。還好最後又有像圖像化的荷蘭數學家的小數表示法，又引發學生興趣。」。 

實驗教師也提出對此教案的建議：「個人認為，就數學史的部份，中年級學生喜好較偏好具

故事性内容或具圖畫的資料，較能引發中年級學生的數學史學習興趣。」，這也是研究團隊日後

編製國小數學史素材須關注的面向。 

伍、結論與建議 

本研究由師資培育者及在職教師共同討論研發適用於十二年國教之數學史教材，關於「如

何開發配合十二年國教數學課綱內容之數學史教案？」之研究問題，從本研究中，我們發現可

以依照 HPM 實作模型，並考慮 Fink（2003, 2005）所提的三大因素進行數學史教案的開發。也

就是在學習目標上，於 C1 思考單元主題在 12 年課綱的學習重點及教科書之編排設計，於 C2 搜

尋相關數學史料。在教學和學習活動設計上，教師於自我詮釋階段，設計數學史教案及學習工

作單，至於回饋及評量也就是教師進行教學後，可以從學生撰寫學習工作單的反應觀察，以及

課程實施學生學習意見表得知學生的學習成效。 
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至於如何編製數學史教案包含學習工作單等問題，經由研究我們也發現，首先可以由數學

普及讀物著手，讓設計者對主題發展脈絡先有通盤概略的認識，使整個教案安排有一個初步的

輪廓呈現。接著再進一步搜尋原典資料，增添數學史文本，讓教案更為精緻豐富。關於數學普

及讀物的選擇，除了中央研究院數學研究所於 2007 年向社會推薦的 76 本優良數學科普書籍

（https://www3.math.sinica.edu.tw/mrpc_jsp/book/about.jsp）之外，今年初臺灣數學史教育學會，

也將過去十三年間（2007 年-2020 年）國內所出版的數學普及書籍，選出值得「再向社會大眾推

薦」的作品（https://www.hpmsociety.tw/recommend2021），這些都可供參考。至於進一步數學史

料的搜尋，除了相關原典的文本補充，國內的《HPM 通訊》（http://math.ntnu.edu.tw/~horng）、臺

灣數學博物館（https://www.hpmsociety.tw/mtm）、臺大數學系網站（http://math.ntu.edu.tw），以及

國際上的日本算額網站 （ http://www.wasan.jp ）、英國 St Andrews 大學數學系網站

（ https://mathshistory.st-andrews.ac.uk ） 、 HPM 研 究 群 網 站 上 的 Newsletters 

（ http://www.clab.edc.uoc.gr/hpm/NewsLetters.htm ） 、 數 學 郵 票 網 站

（http://members.tripod.com/jeff560/index.html）等等，都是設計數學史教案的資源。 

本研究所進行的數學史教案教學實作，除了教師觀察外，並藉由學習工作單以及學習意見

表等研究工具加以評鑑。如前所述，針對「托勒密定理與和角公式」教案，經過 166 位高二學

生的教學實驗及回饋問卷，有 83.7%的學生認為此課程能幫助他們了解和角公式的原理，實驗

教師也認為「在整個內容學習的過程，學生會比較理解直角三角形邊長（當斜邊=直徑=1 時）該

用正弦或餘弦來表示，這點對學生在用正餘弦表示邊長時會有幫助。」，至於學生也有諸如「能

理解到公式背後的原因，覺得很不錯。」、「我覺得了解這些公式導出的來龍去脈，讓我比較不

排斥去強記這些公式，因為理解以後，這些式子都變得有脈絡可尋。」等感想，顯示本份教案能

達成設計目標。至於「最大公因數」教案，在 160 位國一學生中，有 66.3%的學生認為能幫助他

們學習如何求最大公因數的方法。針對「分數與十進位制小數」教案，依照前文提及以班上只

有 31%認為故事很有趣的此一實驗班級來看，同意這份學習工作單可以讓他們更了解此單元的

內容之學生也達 62%。從上述研究結果發現，考量 HPM 實作模型，於數學史教案開始設計之前

先考慮數學單元學習目標，選取適合的數學史文本為素材，加以鋪排闡述並與現行教材銜接，

進而安排學習活動設計與檢測學習成效的策略，對於中小學生來說，都可以獲致正向的回應。 

但是針對不同階段上的考量，在自我詮釋階段的數學史學習工作單的設計上，國小階段的

學生由於對生硬的知識或抽象的語意表達比較無法接受，注意力也較容易被分散，因此設計者

要傳達的概念內容需要經過故事性的包裝，盡量以活潑、有趣的方式呈現，引起學生興趣，也

可增加圖片以輔助文字的理解。 

本研究所開發之教案皆為研究團隊考量十二年國教課綱，搜尋數學史料，直接與古文本對
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話，完成教案開發進行實作。日後可以再加強探討國際學界上的相關研究，相信也會獲得不同

的啟發。至於教案預期的效益除了增進對課內知識的學習外，研究者反思之後亦可設計一套工

具，以檢測學生對於公式由來是否理解，和對歷史、人物、概念發展的認識程度，如此應更能掌

握數學史融入數學教學所發揮之成效。針對中學教學進度壓力問題，由於新課綱實施，各校可

以規劃彈性學習課程，有興趣的教師也可以利用此時段實施，應能更從容的設計一系列的數學

史相關課程進行教學。此外，本研究所設計之數學史教案授課時間均精簡為一節課就能完成，

如此現場教師便可以較不受教學時數的限制考量，方便進行數學史融入數學的教學。 

至於國小部份的教案開發，研究者反思在學習工作單的設計上應該更為多樣靈活，增加圖

片和故事性劇情，引動學生的填寫意願，以生動活潑的呈現方式提高學生的學習動機。由於國

小中年級學生對於學習單的閱讀及書寫需要花費一些時間，因此文字量的安排也不宜過多。相

較於中學數學史教案，日後應將國小階段之素材更加以簡化也需關注生動趣味面向，才能使所

開發之素材真正能廣為教師所用，充實中小學各階段所需之數學史資料庫。 
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附錄：托勒密定理與和角公式 

 

希臘的天文學家托勒密（西元前 110 年到 170 年），在西元 150 年左右出版十三冊的數學文

集，蒐集當時已知的數學與天文學知識，成功地描述行星運動現象，鞏固了地心說。後來，這

套書傳到阿拉伯，被阿拉伯人稱為《Almagest》（The Great Treatise，天文學大成），又再傳回

歐洲，一直到文藝復興初期，托勒密的地心說都是天文學的典範。 

 

當時的希臘人已經知道：想要天文學「測星」或幾何學「測地」都需要知道各種圓心角 所

對應的弦長。 

 

【問題一】如圖一，若已知圓半徑R ，圓心角 BOC   ，則 

(1) 弦長BC  _________ (用R 與 表示)  

(2) 弦長BC  _________ (用R 與 A 表示) 

 

 

 

 

 

托勒密在《Almagest》的第一冊編製了一個圓心角從0開始，以0.5為間隔變化到180的

弦表。他的弦長編製工作是由正多邊形開始，先求出圓心角分別為120（正三角形）、90（正

四邊形）、60 (正六邊形)以及72（正五邊形）和36（正十邊形）的弦長。然而，他想計算其

他角度的弦長，還需要解決幾個問題，其中，包含下列兩個問題。 

 

【問題二】已知弦長 AB 與 BC ，如何求弦長 AC ？ 

這個問題我們可以看成： 

如圖二，在圓直徑2 1R  的圓上，作直徑BD，再連 AD，CD。

若弦 AB 與 BC 所對應的圓周角分別為 , ，請選出下列問題的

正確選項。 

(1)弦長 AB ？ (A)sin    (B) cos   (C)sin   (D) cos  

(2)弦長BC ？ (A)sin   (B) cos   (C)sin   (D) cos  

(3)弦長 AC     (A)sin( )    (B) cos( )    (C)sin( )    (D) cos( )   

RA

B

C

θO

圖 一

A

B

C

O

圖 二

α β

D
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【問題三】 如圖三，已知弦長 AB 與 AC ，如何求弦長BC ？ 

這個問題我們可以看成： 

如圖三，在圓直徑2 1R  的圓上，作直徑 AD，再連BD，CD。

若弦 AC 與 AB 所對應的圓周角分別為 ,  ，請選出下列問題

的正確選項。 

(1)弦長 AC ？ (A)sin   (B) cos   (C)sin   (D) cos  

(2)弦長 AB ？ (A)sin    (B) cos   (C)sin   (D) cos  

(3) 弦 長 BC      (A) sin( )     (B) cos( )     (C)

sin( )    (D) cos( )   

 

由此可知，用現代的數學符號，這兩個問題等價為已知 sin， sin ，欲求sin( )  和

sin( )  。托勒密利用一個重要的幾何定理─托勒密定理─解決上述問題，一起來看看他是如

何解決的！ 

 

【托勒密定理】 

如圖四，設四邊形 ABCD為圓內接四邊形，則兩條對角線長的乘

積等於兩對邊長乘積的和。 

即 AB CD BC AD AC BD      

 

 

 

這個定理為何正確？請耐心閱讀下面的說明，跟著提示，將空格填入答案，就能知道原因

囉！ 

【問題四】托勒密定理的證明 

如圖五，在BD上取一點 P 使得 BAP DAC   

因為 ∠ABP =_______ 

因此，△ABP〜______ 

AB AC

CD
         AB CD AC    ……① 

圖(1)

P

A

B

C

D

O

圖五 

O

D

C

B

A

圖四 

A

B

C

O

圖 三

α
β

D
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在圖六中，因為 ∠PAD =_______ 

且∠ADP =_______ 

因此，△APD〜△ABC 

AD AC

BC
         AD BC AC    ……② 

將①②可得 

CDAB AD BC   

 

好了，既然知道托勒密定理，接著就利用來推導和角公式吧！ 

 

【問題五】托勒密定理與和角公式(1) 

(1)如圖七，給定O為圓心，直徑 AB 為 1 的圓， 

請用sin ,cos ,sin ,   cos ,sin( ),    

cos( )  標出下列線段長。 

AD BE  __________；BD AE  __________； 

CD  __________；CE  __________； 

AC  __________；BC  __________。 

(2) 觀察圖七中圓內接四邊形 AECD，由托勒密(Ptolemy)定理，得 

_____ _____AC DE AD AE      

sin( ) 1     __________________________________ 

(3) 觀察圖七中圓內接四邊形BCDE，利用托勒密(Ptolemy)定理，得 

_____ _____BD CE BC BE      

cos cos    __________________________________ 

cos( )    __________________________________ 

圖(2)
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【問題六】托勒密定理與和角公式(2) 

(1)如圖八，給定O為圓心，直徑 AB 為 1 的圓，

請 用 sin ,cos ,sin ,   cos ,sin( ),  

cos( )  標出下列線段長。 

AD BE  __________； 

BD AE  __________； 

AC  __________；BC  __________； 

CD  __________；CE  __________。 

(2) 觀察圖八中圓內接四邊形 ABCD，由托勒密（Ptolemy）定理，得 

_____ _____AC BD AB AD      

cos sin    __________________________________ 

sin( )    __________________________________ 

(3) 觀察圖八中圓內接四邊形 AEBC ，由托勒密（Ptolemy）定理，得 

_____ _____AB CE AE AC      

1 cos( )     __________________________________ 

 

 

托勒密解決了最基本的求弦長的問題（見問題一與問題二），配合著其他定理，他最後編製

完成從0開始，以0.5為間隔變化到180的弦表。這個表展現了古希臘時期的數學文明，標幟

著歐幾里得之後數學的再一次高峰，尤其在幾何學、代數學，以及三角學。 

  

圖八 
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壹、前言 

依據臺灣參加 2019 年國際數學與科學教育成就趨勢調查（Trends in International Mathematics 

and Science Study 2019, TIMSS 2019）成果發表（教育部，2020）顯示，我國四年級與八年級學

生的數學學科平均成就分別居參加國家或地區排名第四和第二，我國學生數學學科成就表現顯

著優於國際平均（Mullis, Martin, Foy, Kelly, & Fishbein, 2020）。同時我國學習落後學生百分比呈

現了持續下降的趨勢，城鄉間的差距也微幅縮小，這些成就呈現臺灣國中小學教師與各界對數

學教育投入、關心和努力的成果。不過值得我們關注的是，TIMSS 1999 至 2019 的臺灣學生「對

數學的學習興趣」與「數學教學吸引學生投入的程度」趨勢結果，兩項數據百分比均低於國際

平均，常常位居末段。這可能都導因於學生學習數學時經常過度拘泥於數學而脫離生活情境脈

絡。例如，2015 年 6 月 18 日華視新聞報導香港某小學一年級入學考題，如圖 1 所示，數學考題

問汽車所在停車格號碼為多少？ 

 

圖 1  汽車所在停車格號碼。引自「猜對了嗎？“停車格數學題超難”【新聞影片】」，謝于

婷、吳嘉文，2015，中華電視公司。 

新聞中，記者將這題目拿來問臺灣小一學生，沒人能答出來，就連大人的答案也是錯誤連

連。其實這題不是要用什麼高深數學來算，只需要換個角度思考，既然是停車格，停車格號碼

應該不會太怪異，為了讓收費員開單方便，停車格號碼都會有「數」的規律，所以駕駛的角度翻

轉一下（圖 2），答案就呼之欲出。 
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圖 2  照片反轉後汽車所在停車格號碼 

臺灣「十二年國民基本教育課程綱要總綱」以「核心素養」做為課程發展之主軸，強調學習

應關注與生活的結合，透過實踐力行而彰顯學習者的全人發展。隨著 108 課綱實施，數學應該

以一種文化的進路滲入實際教學中。劉柏宏（2016）認為數學文化融入教學，讓學生在學習數

學的過程中體驗數學文化，欣賞數學與文化之美，應當可以改善臺灣學生「高成就、低態度」的

狀況。本文將介紹如何以十二年國民基本教育數學領域課程綱要為藍本，融入數學文化開發「數

量與代數」中學教案，並探究所開發之悅趣化學習方式的「撲克牌數學魔術」與「中國益智遊戲

九連環」兩個數量與代數素養教案的實施過程和反思，以思考未來數學文化教案的發展方向。

研究目的為： 

（一）發展悅趣化數學文化教案以培養具備歸納推理能力的數量與代數素養。 

（二）探究與反思所開發之悅趣化數學文化教案的活動實施歷程。 

貳、數學文化對數學教育的重要性 

數學本身就是人類文明發展中所伴隨而生的一種文化，Kline（1953）指出，數學一直是形

成西方文化的主要力量和重要元素，且數學的發展具有文化多元性（張維忠、唐恒鈞，2008）。

懷爾德（R. L. Wilder, 1896-1982）在《數學的文化基礎》（The cultural basis of mathematics, Wilder, 

1950）中闡述數學文化的本質並強調從文化的視角看數學並非是新的事物。為分析數學文化的

內涵，Burton（2009）將數學中的文化（culture of mathematics）與數學文化（mathematical culture）

區分如下： 

數學中的文化（culture of mathematics）為公認與數學相關的一些層面（如對美、嚴謹、

簡潔等的特定態度），而數學文化（mathematical culture）為構成數學家的社會政治態

度、價值觀與行為，及其學生在會議、教室、課程等環境中體驗數學。（p. 157） 
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另一方面，劉柏宏（2016）則從「文化中的數學（mathematics in culture）」與「數學中的文化

（culture of mathematics）」兩大構面闡述「數學文化」（mathematical culture）： 

前者是從文化的角度出發，觀察人類發展過程中，數學在其所屬社會文化所扮演的角

色；後者指數學知識發展過程中其內部知識與社群所顯現的特質，這兩者呈現一種交

錯的有機互動發展。（pp. 62-63） 

劉柏宏（2016）在用詞上和 Burton（2009）有些許不同，但內涵大致相當。值得注意的是，中國

大陸對於數學文化的研究起源甚早。張奠宙、梁紹君與金家梁（2003）強調數學文化必須走進

課堂，隨之中國大陸於 2003 年頒佈《普通高中數學課程標準》（實驗）（中華人民共和國教育部，

2013）提出數學文化的學習要求與落實，以展現數學對社會發展的作用。除了在課程標準上的

融入，方延明（2007）進一步提出以「自在價值（概念）」、「工具價值（方法）」與「應用價值（模

型）」三元結構以呈現數學文化的體系結構。接著在 2017 年《普通高中數學課程標準》（中華人

民共和國教育部，2017）在課程結構中更主張把數學文化融入課程內容中，並說明數學文化是

指數學的思想、精神、語言、方法、觀點，以及它們的形成和發展，包括數學在人類生活、科學

技術、社會發展中的貢獻和意義，以及與數學相關的人文活動。因此王憲昌、劉鵬飛與耿鑫彪

（2010）認為數學文化的研究與教學是中國數學教育最近二、三十年發展最快與普及的領域。 

TIMSS 2011 至 2019 調查臺灣四年級與八年級學生不喜歡數學的比例隨著年齡提升，且高

於國際平均（賓靜蓀，2020）。有感於臺灣學生在數學內容的情意態度明顯低落和「適性揚才」

與「終身學習」的訴求，教育部《十二年國民基本教育國民中小學暨普通型高級中等學校課程

綱要》便指出「認識數學的文化面向，不僅有助於讓數學學習從工具性層次延伸到智識性層次，

也更彰顯數學知識的人文價值」（教育部，2018，p. 1）。一些學生在努力學習數學的同時，可能

也正在厭煩著數學。日本數學教育家米山國藏有感於許多人在學校所學數學知識，畢業之後，

若沒有機會使用，很快就忘掉，因而在其所著《數學精神思想和方法》書中序言提到 

不管他們從事什麼工作，惟有深深銘刻在頭腦中的數學的精神、數學的思惟方法、研

究方法，推理方法和看問題的著眼點等，卻隨時隨地發生作用，使他們終身受益（米

山國藏，1969/1986，序）。 

所以數學文化必須走進課堂，努力讓學生在學習數學過程中，真正去感受到數學文化，產生文

化共鳴，體會數學文化品味。為達成這目標，教育者理應轉變觀念，將數學教育提升到數學文

化教育的層面上，重視學生數學文化經驗的累積和總結，讓學生體驗數學思維的過程和樂趣，

無論是成功還是失敗，都是有價值的。歐陽絳（2008）認為數學有「工具」與「文化」兩種品格，

而數學文化品格的深遠意義與米山國藏有著相同觀點，人們所受到的數學訓練將會潛移默化一
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直影響他們的生存與思維方式，並且終身受用。因此，我們規劃將數學文化融入數量與代數素

養教案，開發出「撲克牌數學魔術」與「中國益智遊戲九連環」教案，讓學生在教學現場以悅趣

化的方式體驗數學文化的歸納思考面向，讓孩子從遊戲中學習，跳脫數學刻板印象，以數學的

精神、觀點、思維、方法等面向營造一種文化的氛圍，讓學生在學習數學過程的同時，得到更多

的數學文化熏陶，從而讓學生進一步理解數學、喜歡數學、學到數學文化精神，經過潛移默化

後，使學生受益終身。 

參、數量素養與代數素養 

國際學生能力評量計劃（The Programme for International Student Assessment, PISA）為經濟

合作暨發展組織（Organisation for Economic Co-operation and Development, OECD）自 1997 年起

開始籌劃。PISA（OECD, 2018）所定義的數學素養四大概念為「數量」、「不確定性與資料」、

「變化與關係」與「空間與形狀」。這四大概念中的「數量」與「變化與關係」都屬於「數量與

代數」的範疇。難怪數學家兼數學史家 Cajori（1928）曾說過要探索算術的最好方法，就是研究

代數。有關數、量與代數的部分，由第一學習階段（國小 1 至 2 年級），能初步掌握數與量的概

念，重點在自然數與其運算、長度的認識，發展至第二學習階段（國小 3 至 4 年級），掌握自然

數的四則運算與培養數感，並初步學習分數與小數的概念。在量方面，以長度為基礎，學習量

的常用單位及其計算。第三學習階段（國小 5 至 6 年級），學習分數與小數的四則計算，以常用

的數量關係，解決日常生活的問題。到了中學第四學習階段（國中 7 至 9 年級），能認識負數與

根式的概念與計算，熟悉代數式的運算、解方程式及簡單的函數。最後第五學習階段（高中 10

至 12 年級），統整認識實數與發展計數原理及其應用。透過坐標連結幾何與代數概念，並初步

認識線性代數。能夠認識多項式函數、指數與對數函數與三角函數三大類基本函數，並能運用

它們當作模型而解決典型問題。在這五個學習階段，隨著數學結構層層累積，數學學習將越來

越抽象，由量的概念抽象為數的概念，最後再昇華到代數的概念。學生需歷經從利用數量進行

計算的「算術思維」，逐漸發展變化而延伸至運用符號進行結構式運算的「代數思維」。 

National Council of Teachers of Mathematics (NCTM)（2000）認為，代數應包含四大部分：

「瞭解式子、關係和方程式」、「使用代數符號呈現和分析代數的情境和架構」、「用數學模組來

表現和瞭解量之關係」、「分析各種前後關係的改變」。代數教學強調培養學生能夠有意義地理解

符號與式子背後的抽象意義，避免學生機械式地背誦一些規則與程序（Kieran, 1992, 2007）。李

源順（2013）認為 

符號的使用只是進入代數思維的第一步，真正進入代數思維，憑藉的是支撐在符號背

後的代數想法，也就是一般化的想法。（p. 518） 
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一些研究發現（袁媛，1993；陳嘉皇，2006，2007；Laborde, 1990；Schliemann, Carraher, & 

Brizuela, 2007；Simon, 1980），由「算術」進入「代數」學習，對一些學生而言，卻是一個很高

的門檻。如同洪萬生（1996b）即指出，我們國一學生的學習困擾不乏先例。代數中的抽象性並

非一蹴可及，洪萬生（1996a）研究發現中國清朝康熙皇帝在符號代數的學習過程中，表現出類

似國中學生的學習困擾，這一點值得教學工作者重視。這也是研發教案素材所需要著力的重點。

在開發教材理念上，我們仍需要注意張海潮（2011）的提醒，利用「算術」或「圖解」解算術應

用題比較有趣味與深度，有助於學習者思考。不可為了貪圖便利快速，教導孩子利用代數法取

代算術，剝奪了探索的機會，因此開發「算術」連結「代數」學習教案有其重要性。本研究嘗試

連結 10 年級指數、數列、級數與遞迴關係等單元，開發「算術」連結「代數」的「中國益智遊

戲九連環」學習教案。一些「九連環」相關教學研究，大都講述九連環的數學文化面向，探索九

連環解法，以及如何在課堂中融入九連環教學（俞昕，2015；唐慧榮，2019；高將、崔志永，

2012），不過都缺乏關於九連環教案案例探究。 

李國偉、黃文璋、楊德清與劉柏宏（2013）經整合國內外數學素養之觀點，明確闡述數學素

養的核心內涵如下： 

個人的數學能力與態度，使其在學習、生活、社會、與職業生涯的情境脈絡中面臨問

題時，能辨識問題與數學的關聯，從而根據數學知識、運用數學技能、並藉由適當工

具與資訊，去描述、模擬、解釋與預測各種現象，發揮數學思維方式的特長，做出理

性反思與判斷，並在解決問題的歷程中，能有效地與他人溝通觀點。（p. 19） 

並提出提升數學素養的四大目標：（1）學習並發揮數學思維的特長。（2）充實並活用基本的數

學知識。（3）建立健康的對待數學的態度。（4）擅於利用計算器與數位工具。可見 12 年國教課

綱強調素養導向，重視如何運用個人知識、能力與態度，連結應用於生活情境、面對問題與探

索世界。綜合以上論點，我們可定義「數量與代數素養」為運用數量、代數知識之數學能力與態

度，展現其數學素養。 

肆、教案理念與設計 

一、教案理念 

悅趣化學習（game-based learning）是近年興起的一種學習模式，凡是透過工具或活動提升

學習者的學習動機與興趣的學習方式皆屬於悅趣化學習的一環。雖然近年大都被指稱於數位學

習，但並非專指數位遊戲的學習方式（Plass, Homer, & Kinzer, 2015）。廣義地說，悅趣化學習就

是指設計一種互動過程，使得能在涵蓋學科知識的需求和遊戲玩法的需求之間取得平衡的學習

方式（Plass, Perlin, & Nordlinger, 2010）。悅趣式學習專家侯惠澤（2016）認為從玩中學，最能帶
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出學習興趣。臺灣師範大學名譽教授林福來也曾於 2015 年全國教育局長會議中表示，他透過與

讀小學的孫子玩遊戲時獲得啟發，瞭解從遊戲中學習數學的效果極好，因此啟動「就是要學好

數學（JUST DO MATH）」計畫，透過「數學奠基活動」和「數學好好玩研習營」推動遊戲數學，

研發許多有趣的數學奠基活動，並透過研發各種好玩的數學遊戲，幫助學生從玩遊戲中學會數

學。 

不過悅趣化學習只是一種協助的工具，必須搭配學習數學的主體內容方能成事。本研究的

主體內容聚焦於等差數列概念和歸納推理。數學知識的主要內容包含數、量、形三大概念，雖

然小學時都以接觸過數、量、形等主題，但都是具體和具象的數學物件，國中開始逐漸被抽象

的符號表徵所取代，再加上代數式，使得學生一時之間不易調適（assimilation）與同化

（ accommodation ）。 其 中 等 差 數 列 的 概 念 雖 然 不 是 一 個 困 難 的 主 題 ， 但 它 介 於 數 式

（
2 1 3 2 4 3d a a a a a a       ）與代數式（

1 1na a nd   ）之間，學生必須經常處理常數

運算與代數運算之間的轉換，對於學生數量與代數表徵的解讀能力是一大考驗。尤其等差數列

經常出現在規律探索、關係認知和推廣一般化等問題上面（NCTM, 2000），所以學生若能掌握這

種轉換，則可望順利橋接往後的方程式。然而目前甚少研究關注中學生對於等差數列的概念

（Zazkis & Liljedahl, 2002），特別是學生對於線性規律（linear pattern）的認知能力。 

此外，歸納推理能力不僅在教育學習環境中扮演著關鍵的角色，也是 21 世紀的職場技能必

不可少的部分（Molnár, Greiff, & Csapó, 2013; Van Vo & Csapó, 2020）。歸納推理是由特殊化而至

一般化的推論過程，在數學學習領域一直是最被經常研究的推理能力之一。波利亞（Polya, 1954）

指出，歸納推理可以應用在諸多數學解題的問題脈絡，尤其在數學的「一般化」（generalization）

這個重要的思維之中，歸納推理扮演著關鍵的角色。「一般化」是經由觀察和分析一群數學物件

的特徵，企圖從中尋求共同規律並建立猜想。有了猜想之後才能透過演繹或其他方式論證猜想

之正確性。進行歸納推理不僅能訓練學習者的觀察能力和培養直覺，也能增進學習者對於數學

物件性質的認識，因此在數學學習中它是最根本的，也是深化數學認知相當關鍵的一個程序

（Haverty, Koedinger, Klahr, & Alibali, 2000）。有鑑於此，劉柏宏（2016）將歸納推理列入為數學

文化素養的學習表現指標，並區分為「觀察分析」（I&G-S: Survey）、「發現規律」（I&G-P: Pattern）

和「建立猜想」（I&G-C: Conjecture）等三個層次。 

綜上所述，本研究嘗試透過悅趣化學習的方式發展兩份數學文化教案，以培養學生歸納推

理的能力。不過悅趣化學習不僅僅是「玩中學」而已，為達預期之教學成效須配合適當的監控

機制。Garris、Ahlers 與 Driskell（2002）就提出一個悅趣化學習的程序模型，其中學習者判斷

（user judgments，指學習者的感受）、學習者行為（user behavior，指學習者的參與程度）和系統

回饋（system feedback，遊戲設計者的評估）三者構成一個動態迴圈（圖 3），相互回饋。本研究

https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S1871187113000163#!
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S1871187113000163#!
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S1871187113000163#!
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即在此模型之下實施教學探究。 

 

圖 3  悅趣化學習之程序模型。取自“Games, motivation, and learning: A research and practice 

model,” by R. Garris, R. Ahlers, & J. E. Driskell, 2002, Simulation & Gaming: An Interdisciplinary 

Journal of Theory, Practice and Research, 33(4), 445. 

二、教案設計流程 

本研究的教案設計發展係參考密西根大學教學研究中心（Center for Research on Teaching and 

Learning）所揭示的教案設計準則（http://www.crlt.umich.edu/gsis/p2_5）。首先每份教案開始設計

之前先考慮三大要素：學習目標、學習活動設計、與檢測學習成效的策略。這三大要素形成一

個教案設計迴圈（圖 4），針對不同情境與對象，持續精進教案。 

 

圖 4  教案設計迴圈 

教案設計遵照下列六個步驟進行： 

 列出學習目標（outline learning objectives）：事先思考幾個問題：我要學生學到甚麼？課程結

束後學生帶走甚麼？哪些重要的概念、觀念和技巧是希望學生能夠掌握與應用的？ 

 準備開場白（develop the introduction）：針對主題構想一個有創意開場白以吸引學生的興趣並
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鼓勵主動思考。透過各種策略讓學生進入問題情境。 

 規劃學習活動（plan the specific learning activities）：甚麼樣的活動可以吸引學生的目光？有哪

些不同的方式可以描述主題？如何讓學生投入活動？ 

 測試學生的理解程度（plan to check for understanding）：不時關注學生是否實際投入學習活動？

準備幾個問題以檢測學生的理解程度？試想學生可能的回答？ 

 準備結語與預告（develop a conclusion and a preview）：簡單扼要地複習與概括整個學習活動的

重點。可以由教師起頭，後續邀請學生回答，或是請學生記下他們今天所學習到的東西，並

透過反問確認學生的理解程度。 

 設定進程時間表（create a realistic timeline）：列出學習目標的優先順序後，估算每個活動流程

所需時間。 

伍、數量與代數素養教材案例 

本節將說明依據前述融入數學文化開發「數量與代數」中學教案，藉由悅趣化學習應用於

在教學現場，教學過程中加入一些引起學生學習興趣的素材，以引發學生投入學習，並產生必

要的概念連結，協助學生克服學習代數困難，提升對數學的興趣，瞭解所開發教案之數量與代

數概念，培養學生歸納推理的能力，進而提升其數量與代數素養。 

本研究第一個教案為「撲克牌數學魔術」是在臺中市某國中八年級實施的情形，由本文作

者負責教案教學的任務，計有 26 位同學參與現場教學，實施時間為兩節課。讓學習者瞭解「數」

的規律，運用撲克牌點數連結八年級代數的等差規律歸納能力，並從中觀察學生是否能瞭解所

開發教案之數學概念。以及所開發之悅趣化學習教案是否能培養學生歸納推理的能力，進而提

升其數量與代數素養。此外，開發「算術」連結「代數」學習教案有其重要性，第二個教案嘗試

連結十年級指數、數列、級數與遞迴關係等單元，規劃「中國益智遊戲九連環」教案。本教案研

究的是參與科普活動高中三年級生實施的情形，由本文作者負責教案教學的任務，計有 15 位同

學自由分成 8 組參與現場教學，實施時間為兩節課。除講述九連環發展歷史與操作方法之外，

也讓學習者分組合作，由「算術」或「圖解」探索解九連環解法，進而運用抽象化符號進行結構

式運算的「代數思維」，讓學習者嘗試運用抽象代數思維解決問題。本文「中國益智遊戲九連

環」教案將可對後續相關研究提供初步探討資訊。以下我們將介紹「撲克牌數學魔術」與「中國

益智遊戲九連環」教案的發展與探究過程。 

一、「撲克牌數學魔術」教案 

Koirala 與 Goodwin（2000）研究顯示數學魔術融入代數教學，有助於五、六年級學生透過

表演魔術理解代數概念，並引發學習興趣。Lim（2018）研究中學教師在數學課程中使用魔術情
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況，發現大多數參與學生都能學會魔術技巧，並引發學習數學的興趣，但大多數學生仍在符號

表達與操作上有困難。本教案搭配八年級之「等差數列」單元，教案學習目標為讓學生透過魔

術去認識等差數列，從中體會等差數列的規律，藉由學習數學魔術，進而培養學生歸納推理的

能力，提升其數量與代數素養。本教案之開場白即利用撲克牌展示數學魔術，讓同學欣賞新奇

的魔術，藉由詢問「魔術如何變的？」問題，啟發同學思考，引發學習數學的動機。 

（一）教案內容 

1.魔術活動 1-聽牌術：本數學魔術參考林壽福與吳如皓所合著「數學魔術：27 個數學概念奇蹟」

之聽牌術（林壽福、吳如皓，2009）。教學者拿出一副撲克牌，隨機選取一位學生，將牌展開

讓學生從中任意抽取一張，之後請學生將牌展示給全場同學看，但不可讓教學者看到或知道，

請同學記好抽取張的花色和點數後，將牌蓋起來。教學者此時拿起手中剩餘牌湊到耳朵「聽」，

即能講出被抽走的牌之花色和點數。教學者再隨機選取兩位學生，利用同一副牌再展演數學魔

術兩次。魔術表演完後，詢問「魔術如何變的？」先鼓勵同學發問，與同學一起討論，引發興

趣，但先不破解魔術。 

2.魔術活動 2-鐵支術：教學者繼續利用同一副撲克牌，問在場同學，玩撲克牌遊戲時最喜歡拿到

哪一種「鐵支（four of a kind）」，即四張花色不同點數相同的牌，在教學者將撲克牌依序發成

三份，再依序合併，連續做兩次後，即可依牌型抽出同學指定的鐵支。魔術表演完後，也是鼓

勵同學發問，與同學一起討論。 

3.破解魔術：讓同學試著去分析其中的可能，討論魔術中可能用到的數學。經過一番討論後。展

示魔術所利用的撲克牌（圖 5），讓同學觀察其中點數的數列規律與花色的規律，破解兩套魔

術的原理與技巧。第一套魔術的數量與代數原理為除了四種花色規律排列外（依序為黑桃、紅

心、梅花、方塊），撲克牌點數形成公差 d=3 的等差數列（A, 4, 7, 10, K, 3, 6, ……，圖 5），因

為撲克牌點數為 A、2、…、J、Q、K，活動中教導同學模數（modulo）概念，瞭解一個數除

以另一個數的餘數，本次模數為 16≡3 (mod 13)。瞭解撲克牌排列規律後，進行魔術表演時，

表演者即可透過觀察被抽走的前一張牌，運用撲克牌規律歸納推理做成功預測。第二套魔術運

用同一套牌，先將撲克牌依序分三份，輪流發牌，全部發完後，依分牌順序將三份牌合併，即

可將撲克牌點數變為公差 d=3×3=9 的等差數列。接著重複一次，再將撲克牌依序分三份，即

變為公差 d=3×9=27 的等差數列，而公差 27≡1 (mod 13)。因此經過兩次將撲克牌依序分三份

方式，即可洗出公差 d=1 的等差數列，即撲克牌呈連續點數，接著只要依序抽出同學指定的鐵

支，即可完成鐵支術魔術表演。 
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圖 5  具數學規律的撲克牌 

4.測試學生的理解程度：經歷上述等差數列與模數規律說明後，讓同學動手排牌實際運用花色規

律與代數等差原理排出可以變魔術的規律牌，觀察同學排牌歷程，瞭解學生是否實際投入教案

學習活動與對等差概念的理解。 

5.實際演練：請同學分組演練兩套魔術，最後並請一位同學上台表演，隨時抽問學生，以檢測學

生的理解程度，並從中提醒表演魔術的一些細節。 

6.準備結語與預告：最後簡單扼要地複習整個數學魔術教案活動的重點，邀請學生回饋今天所學

習到的東西，並透過反問確認學生的理解程度。再運用數學規律，教授如何最快排出有規律的

魔術道具牌。最後連結八年級之「等差數列」單元，讓同學覺知「等差數列」在魔術中的運用。 

（二）教案核心概念 

1.請同學動手做將普通的撲克牌變成有規律的魔術道具牌，在這悅趣化學習歷程中，同學運用所

得到的經驗去觀察分析等差數列，從中體會數列的數學規律，培養學生歸納推理的能力。 

2.請同學分組演練魔術，讓同學運用等差數列與花色的規律，學習從上一張牌歸納推理出被抽的

牌，根據數量及代數知識、運用數量及代數技能、並藉由適當資訊，去描述、模擬、解釋與預

測各種現象（數量與代數素養），讓學生體會與運用規律做預測的經驗。 

3.讓同學藉由兩套魔術的表演，跳脫學習數學刻板印象，從遊戲中學習，瞭解數學的不同面向，

體會悅趣化學習與傳遞歸納思考的數學文化。 

（三）教案實施過程探究 

這份教案有兩節課，雖然時間簡短，我們從學生上課反應、學習心得與回饋單做觀察與分

析。在現場教學觀察中，雖然大部分同學都能運用等差數列、花色差異與模數概念排出可以變

魔術的規律牌，但實際觀察仍有少數同學無法順利排出規律牌，經由一對一個別指導，引導其
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發現排牌中的迷思與錯誤，最後也能完成撲克牌排序。回饋單兩個題目「這次教學活動是否有

助於你對等差數列單元概念的理解？」與「這次教學活動是否能引起你對等差數列單元的學習

興趣？」均獲得全班 26 人（100%）認同，學生的理解程度可由質性回饋意見瞭解，如同學陳述

「此次的活動讓我對等差數列有更加的認識，還學習到如何在生活中與活用。」、「發現數學更

多有趣的地方」、「這次活動有助於我對等差數列的了解並活用此觀念。」、與「用撲克牌改變我

對等差數列的計算思考。」等，由此可以發現所開發之悅趣化學習「數學魔術」教案教學的確可

以增進學生對於等差數列單元概念理解與學習興趣，培養學生歸納推理的能力，進而運用數學

規律，實際表演魔術。 

（四）檢討與反思 

根據整個教案實施情形和同學回饋單的反應可以看出，教學者與同學在課堂上的互動相當

熱絡，本份教案確實可以引起同學數學學習興趣，並提升等差數列單元概念的理解與學習興趣。

研究結果顯現所開發教案可以有效引發學生學習興趣，協助其瞭解教案之數學概念，最後運用

數量與代數素養理解活動背後之數學意涵。相同的教案，作者也在其他三所國中進行過實驗教

學，反應與回饋大都是正面的，可見運用數學規律展演魔術，確實有其教學成效。教育不是注

水入壺，而是點亮蠟燭。運用兩節課玩數學魔術的教案，或許一些教師有時間上考量，可能不

會採用，但教學有時「少即是多」，依據 TIMSS 調查，臺灣「數學教學吸引學生投入的程度」

數據百分比低於國際平均，我們理應轉變觀念，將數學教育提升到數學文化教育的層面，適時

利用玩中學提升學習興趣，引領學生數學文化經驗的累積，讓學生體驗數學的過程和樂趣。如

同一位同學回饋單中陳述「這是我第一次覺得數學這麼有趣，平常都覺得很困難，謝謝老師。」

顯現此開發悅趣化學習教案的價值。 

二、「中國益智遊戲九連環」教案 

九連環（Chinese ring）（圖 6）是一種中國古典的數學遊戲，這種傳統玩具在民間極為普及。

它包含著九個相同的圓環及一把「劍」柄，目的是把九個圓環全套上或卸下。因為「九連環」可

以透過實際操作，培養學習者觀察、探索、發現、分析、溝通、論證與問題解決之能力。搭配 10

年級之指數、數列、級數與遞迴關係。本教案學習目標為透過動手操作中國益智遊戲九連環，

分組合作觀察、紀錄與分析解九連環的技巧與策略，在這悅趣化學習歷程中，同學運用所得到

的經驗去體驗遞迴關係，從中體會九連環數學規律，利用指數、數列、級數等數學工具從而歸

納推理出代數遞迴式，進而提升其數量與代數素養。 
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圖 6  九連環 

（一）教案內容 

1.教學活動：教學者透過拿出中國益智遊戲九連環做出開場白詢問學生「有沒有玩過九連環？」

接著講演九連環歷史與示範操作九連環，讓同學瞭解九連環的兩個基本動作。 

（1）下環：把環從劍柄上卸下的動作，也就是把環從劍柄脫下，再從上方通過劍柄中間卸

下。這一個動作除第 1 環可隨時上、下劍柄外，其餘的環因為有別的環扣住，

所以都無法卸下。如果前面有一個鄰接的環已經套在劍柄上，且所有前面的環

僅有這個在劍柄上時，那麼只要把這一個環暫時移到劍柄頭前面，讓出劍柄頭

來，後一個環就可以從上而下通過劍柄中間卸下，之後再將前一環恢復原位就

完成下環動作。如圖 7 第 1～3 環在柄下，第 4～6 環在柄上，第 4 環為柄上第

一個環，此時將第 4 環暫時移到劍柄頭前面，讓出劍柄頭來，第 5 環就可以從

上而下通過劍柄中間卸下。 

 

圖 7  第 5 環下環簡圖 

（2）上環：就是把環套到劍柄上的動作，只要按照上法還原，把環從下向上通過劍柄中間

套在劍柄頭上即可。如圖 8 第 1～3 環在柄下，第 4 環為柄上第一個環，此時

將第 4 環暫時移到劍柄頭前面，讓出劍柄頭來，第 5 環就可以從下向上通過劍

柄中間套在劍柄頭上。 
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圖 8  第 5 環上環簡圖 

綜合以上可以歸納出一個要訣，即當 n 大於 2 時，要上／下第 n 環時，第 n-1 環一定要套在劍

柄上，而 n-2 以前的環都不能套在劍柄上。 

2.實際演練：讓同學分組實際操作九連環，在操作過程中詢問學生卸下或回覆某一環所需的動作，

測試學生的理解程度，確定每組操作方法正確。 

3.分組記錄：發下學習單，分組合作紀錄，請同學分組合作記下卸下 n 個環所需次數，並透過反

問回覆 n 個環所需次數，反覆確認學生的理解程度。 

4.請同學觀察學習單記錄，分析九連環解環次數規律並說明原因。鼓勵同學進行論證，並歸納推

理解 n 個環所需最少次數。 

5.準備結語與預告：簡單扼要地複習「中國益智遊戲九連環」教案學習活動的重點，請各組同學

報告卸下與回覆 n 個環所需次數，展示經由歸納推理出的結果，依據各組報告請同學用實際數

據作驗算。最後讓同學覺知教案與 10 年級之指數、數列、級數與遞迴關係的連結。 

（二）教案核心概念 

1.請同學動手操作九連環，分組合作觀察、紀錄與分析解九連環的技巧與策略，在這歷程中同學

運用所得到的經驗去體驗遞迴，從中體會九連環數學規律。 

2.請同學分組討論九連環解環次數規律並說明原因，鼓勵同學從實際數據中進行推論，並歸納分

析其中關係，讓學生體會與運用規律做預測的經驗，培養其數量與代數素養。 

3.請同學從遞迴原理中預測解 n 個環所需最少次數，即利用數量進行計算的「算術思維」，延伸

至運用符號進行結構式運算的「代數思維」，讓同學嘗試運用抽象代數思維解決問題。 

（三）教案實施過程探究 

這份教案有兩節課，雖然時間簡短，我們從學生上課反應、學習心得與學習單觀察與分析。

經現場觀察全部同學都學會操作九連環。每一組都至少能找到解 5 個環的最少次數並進行記錄

觀察，如圖 9 學生運用圖解說明解環次數，左邊數次代表解環數，右邊數字代表環上下順序。

圖 9 之 3.  1↓  3↓  1↑  2↓  1↓ 表示解下前面 3 個環之步驟，為解下第 3 個環，如同下環基本

動作說明，只能有第 2 環在柄上，所以第 1 個步驟「1↓」表第 1 環直接解下。目前在第 3 環前
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面僅第 2 環在柄上時，我們可以解下第 3 個環，即第 2 個步驟「3↓」。接著因為想解下第 2 個

環，所以需要第 1 個環在柄上，所以第 3 個步驟「1↑」將第 1 環上環。目前狀態第 1～2 在柄上，

第 3 環已解下。接著想解下第 2 個環，進行第 4 個步驟「2↓」，將第 2 環解下。最後第 5 步驟

只需直接將第 1 環解下，即「1↓」，因此解下第 1～3 環需要 5 個步驟。 

 

圖 9  解 5 個環的最少次數紀錄。引自“Researching high school students’ strategies for solving the 

Chinese rings,” by T.-S. Chen, in E. Barbin, U. T. Jankvist, T. H. Kjeldsen, B. Smestad, & C. 

Tzanakis (Eds.), Proceedings of the Eighth European Summer University on History and 

Epistemology in mathematics Education (p. 368), 2019, Oslo Metropolitan University. 

如同 Chen（2019）觀察最後有五組（62.5%）能成功發現九連環次數間之關係（圖 10），

圖 10 呈現學生能利用符號 𝑎𝑛表示解下 n 個環次數，備註為小組從實際數據中進行推論，並歸

納分析其中關係，根據數量及代數知識與技能、並藉由操作紀錄次數，去預測關係（數量與代

數素養）。如同李源順（2013）所言，符號的使用只是進入代數思維的第一步，同學可以探索數

量之算術關係，察覺符號背後的代數想法，運用邏輯推理能力做預測，在備註中列出代數關係

式。教案實施中只有三組可以正確寫下解九連環次數的遞迴關係(1)（圖 11）。 
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圖 10  卸下與回復九連環所需次數與關係 

 

圖 11  解九連環次數的遞迴關係 

（四）檢討與反思 

根據整個教案實施情形和同學學習單的反應可以看出，同學確實學會操作中國傳統數學遊

戲九連環，分組互動討論相當熱絡，本份教案確實可以培養學習者觀察、探索、發現、分析與溝
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通能力。教案實施中，八組中只有三組可以正確寫下解九連環次數的遞迴關係(1)，雖然另兩組

可以觀察出其中的關係，但卻無法寫出正確的遞迴關係式，可見其在數學符號表徵的學習上仍

需要加強，這也是教學者需要協助同學加強之處。一些學生面對數學抱持差不多的學習個性，

造成一些離譜的錯誤，如其中一組甚至連奇數的「奇」都寫成錯別字「積」。這些錯誤觀念的改

善未來都需要教學者循循善誘。 

此外，我們可以運用符號工具來協助思考，以 1 表示該位置的環在劍柄上，利用 0 表示該

環在劍柄下。以 5 個環為例，如 10110 表示由右邊算來第 1 個環在劍柄下、第 2 個環在劍柄上、

第 3 個環亦在劍柄上、第 4 個環在劍柄下、最左邊的 1，則表示第 5 個環在劍柄上。我們可以將

全部環都在劍柄上的九連環，簡化為下面符號結構 111111111。我們的目標是將全部環卸到劍柄

下，成為 000000000 狀態。這裡使用的 0 與 1 只是記號，用 A 與 B 或其他記號也可以表示。 

假設共有 n 個環，若將 n 個環全部卸下需要 𝑎𝑛次。從定義來看，全部環在劍柄上的 111…

111，需要移動 𝑎𝑛次，才能變為 000…000。再從另一種角度想，我們分成幾個步驟卸下，從開

始的 111…111，若把前面（n-2）個環移下來，即 110…000，需要𝑎𝑛−2次。在此狀態 110…000，

我們只需要再 1 次移動，就能把第 n 個環卸下，變成 010…000 狀態。接著為了把第（n-1）環下

移，我們需要將前面（n-2）個環再套上，又需要𝑎𝑛−2次，變為 011…111 狀態。此時若要將全部

（n-1）個環全部下移，又需要𝑎𝑛−1次才可成為 000…000 狀態。因此我們得到一個遞迴關係式

為 

𝑎𝑛＝𝑎𝑛−2＋1＋𝑎𝑛−2＋𝑎𝑛−1＝𝑎𝑛−1＋2 𝑎𝑛−2＋1。            (2) 

運用符號進行結構式的抽象代數思維論證也是數學文化重要的一環，可惜此次教學活動沒有同

學可以發現遞迴關係式(2)。 

教學現場中，研究結果顯示，所開發之九連環教案讓同學瞭解相關歷史文化脈絡，經過實

際操作可以有效引發學生學習興趣。有些同學運用數量之算術關係，察覺數量背後的代數想法，

運用邏輯推理能力做描述與預測代數關係式(1)（圖 10、11），展現出數量與代數素養。可惜參與

活動的同學欠缺更深一層運用符號進行結構式的抽象代數思維能力，在此次教案活動中無法發

現遞迴關係式(2)，這也是目前臺灣學生比較欠缺的能力。 

陸、結論 

目前臺灣學習落後學生百分比呈現了持續下降的趨勢，城鄉間的差距也微幅縮小，這些成

就呈現臺灣國中小學教師與各界對數學教育投入、關心和努力的成果，然而更值得我們長期關

注的是學生「對數學的學習興趣」與「數學教學吸引學生投入的程度」趨勢結果，兩項調查數據
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百分比均低於國際平均，常常位居末段。從「撲克牌數學魔術」教案的教學研究結果發現，幾乎

全部同學都很認同此次教學活動，運用數學原理悅趣化學習方式變魔術對很多同學是很新鮮的

經驗，藉由結合國中等差數列單元的觀念，讓同學體會數學的妙用，確實能引發同學的學習興

趣。這和 Koirala 與 Goodwin（2000）和 Lim（2018）利用數學魔術教學引發學習興趣具有類似

成效。「撲克牌數學魔術」教案教學的確可以增進學生對於等差數列單元概念理解與學習興趣。

透過所開發悅趣化學習教案，讓學生體會與運用規律做出歸納推理，進而運用數學規律，以培

養數量與代數素養。依據幾次「撲克牌數學魔術」教學經驗，每次中間下課 10 分鐘時間，多數

同學仍然留在教室中繼續玩數學魔術，可見悅趣化學習方式教學可以有效吸引學生投入。研究

結果顯現所開發悅趣化學習教案確實可以有效引發學生學習興趣，協助其瞭解教案之數量與代

數概念，增進學生對於等差數列單元概念理解，培養學生歸納推理的能力，最後運用數量與代

數素養表演魔術。 

根據整個悅趣化學習九連環教案實施情形和同學學習單的反應可以看出，同學確實學會操

作中國傳統數學遊戲九連環，分組互動討論相當熱絡，本份教案確實可以培養學習者觀察、探

索、發現、分析與溝通能力，瞭解其中代數遞迴概念，讓學生運用規律做歸納推理，培養學生數

量與代數素養。可惜有些同學雖觀察出其中「關係」，但在數學表徵上卻出錯，除了缺乏精準的

邏輯推理外，這或許與臺灣一些學生面對數學抱持差不多的個性有關，造成一些離譜的錯誤，

這些未來都需要教學者多花些心思循循善誘。如同許多學者（洪萬生，1996a，1996b；袁媛，

1993；陳嘉皇，2006，2007；Laborde, 1990；Schliemann et al., 2007；Simon, 1980）指出，由「算

術」進入「代數」學習，對一些學生而言是一個很高的門檻，此次教學中大部分十二年級學生可

以利用數量之算術關係，運用數量與代數素養，察覺數字背後的代數想法，運用邏輯推理能力

做預測，發現代數關係式(1)，可惜同學無法更深一層運用符號進行結構式的抽象代數思維能力

發現遞迴關係式(2)。這也是未來中學代數教學需要大大著力之處。當初教案規劃重點在於教導

學生玩九連環與分析學生解九連環策略，為避免造成同學太多負擔，未調查學生的一些數學知

識觀點，所以欠缺一些相關資訊，未來可以考慮用其他模式彌補，如課後線上訪談或線上問卷

進行。 

數學遊戲可以說是一種「庶民數學」，反映出不同地區居民的數學文化。Moyer（2001）就

主張，不同的文化元素可以提供我們對數學本質有更豐富的理解，只要在文化脈絡中適時注入

數學知識和技巧，不僅可以幫助學生的數學思考，更可以增進他們對於多元文化的認識。Fouze

與 Amit（2018）也指出，將充滿民族數學意涵的遊戲引入教學之中，不僅能提升學習數學的效

果，也能彰顯數學的文化價值，學生更容易融入。本研究觀察發現，悅趣化數學文化教案教學

確實能在短時間引發同學對數學的興趣，增進學生對於單元概念理解，所以建議學校教師可以
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配合教學進度進行悅趣化數學文化教案教學，並繼續關注此類教學是否可以長期改善同學對數

學的態度、觀點與素養。或許一些教師覺得運用兩節課教授「撲克牌數學魔術」與「中國益智遊

戲九連環」教案，花費太多時間，但教育不是注水入壺，而是點亮蠟燭。教學有時「少即是多」，

適時利用玩中學，提升學習興趣，培養學生數量與代數素養，引領學生數學文化經驗的累積，

讓數學學習從工具性的層次延伸到智識性的層次，學習中體驗數學的過程和樂趣。 

本論文教學限制為教學者實施教案活動前與參與同學都不認識，在教學初期不易掌握學生

程度來因材施教，只能透過慢慢觀察調整教學。因為只實施一次活動，後續追蹤與觀察都不容

易，教案活動實施成效長期效果不易追蹤。本研究的兩個教案活動所參與的對象，包含人數與

選定都受到限制，因此結論也有所侷限。期盼經由此次教案的活動初探研究，未來建議可以結

合一些相關教案發展一整學期的數學文化素養課程，並探究此類型素養課程對於學生是否有所

助益。 
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論數學文化與數學教育的關係 

劉柏宏 

國立勤益科技大學基礎通識教育中心 

數學自身是人類諸多文化中的一種次文化，某一地區社會的數學文化對於該地

區的數學教育有著舉足輕重的影響，因此本文從人類學、歷史與社會、和哲學

的角度闡述數學文化的意涵，並透過一些與數學文化相關的教育研究，論述數

學文化在數學教育上的價值。本文主張，「文化中的數學」和「數學中的文化」

兩者的互動融滲不僅關係到該社會中數學知識的形成過程，更會影響其數學教

育的現實面。因此若要提升數學的教與學，必須在數學文化的大架構下一方面

在學習數學過程中實踐「數學中的文化」，另一方面必須時時關照「文化中的

數學」取向。 

關鍵詞：數學文化、數學文化的價值、數學教育 
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壹、前言 

一個社會所強調的文化價值觀就代表著該社會群體文化的核心特徵（Hofstede, 1980; 

Schwartz, 2006）。毫無疑問地，社會群體的文化價值取向無形之中會影響其中的個體對待特定

人事物的信念和行動目的，但個體實際的行為表現卻不見得完全是依據內在所抱持的信念而行，

而係與其所處的外在現實環境條件有關，也就造成信念與行為兩者間之落差。一個地區或民族

的文化基本核心係由透過歷史演繹與選擇所形成的一種傳統觀念，特別是與它們所附帶的價值

所組成。綜合考量這些因素，如圖 1 所示之「文化-行為關係圖」，圖中顯示出整體文化型塑出個

體與群體的信念並造就現實脈絡，而個體與群體的行為是信念與現實折衝妥協的結果，最終表

現則視信念與現實兩者折衝之後其個別所占比例之多寡決定。值得注意的是，文化系統某一方

面可以視為行動的產物，另一方面又可視為進一步行動的機制元素（Kroeber & Kluckhohn, 1952），

因此圖一的關係圖並不是靜態的，而是呈現一種「由外而內」與「由內而外」的動態演變過程。

數學是人類文化中偉大的智識成就之一，自身也形成一種次文化，而這種數學文化對於數學的

教與學自然會產生相當的影響。 

 

圖 1  「文化-行為關係圖」 

貳、數學文化的三種視角 

一、數學文化的內涵 

早期具體提出數學文化（mathematical culture）概念的當屬數學家懷爾德（Raymond Wilder, 

1896-1982）。他於 1950 年的國際數學家大會中以「數學的文化基底」（cultural basis of mathematics）

為題發表演講，闡述數學文化的內涵和重要性。懷爾德（Wilder, 1950）強調，唯有認識數學的

文化基底，才能對數學本質有更深的理解。只是「文化」一詞極端抽象，從任何單一學術領域解
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讀都難以一窺堂奧。論述數學文化的內涵至少可以從以下三個視角出發。 

（一）人類學視角 

從人類學解讀數學發展本質的第一人非懷爾德莫屬。身為一位職業數學家，懷爾德（Wilder, 

1968）不是從數學知識的結構或數學思維的過程談數學文化，也不是從數學歷史演變的角度談

數學文化，而是從人類學的觀點。他指出，假設一位數學史家 A 君生於公元 1200 年代的中國，

他（她）記載的內容不外乎數字計算和解方程，不會談類似古希臘的幾何學，因為當時中國數

學偏重計算之學，並沒有幾何論證的風氣。同樣地，若 A 君成長於公元 200 年的希臘，他（她）

所寫的數學史必定涵蓋歐幾里得幾何學，而甚少著墨於代數，甚至數字計算。不過若 A 君是當

代歷史學家，他（她）撰寫的內容必定同時包含幾何和代數，因為當今這兩者都是數學的一部

份。從這一段敘述可以看出懷爾德深信人類文化脈絡對知識發展有著關鍵性的地位，學術的發

展很明顯受當時文化的制約。懷爾德（Wilder, 1968）更明確指出，只有在強大的環境壓力和內

部壓力作用下，才能有效改變數學演變的進程，例如當孕育知識所在地區的宿主文化（host culture）

有重大改變，或是數學知識本身面臨危機時，數學演變的路徑才會產生明顯的改變。例如，古

代的中國和中世紀的歐洲，其宿主文化的狀態穩定或停滯，而導致數學發展缺乏突破。相對的，

二戰前後大量歐洲數學家移居美國，引發美國數學研究的重大進展。對懷爾德來說，從人類文

化學檢視數學發展本質的好處是，某些對整個社會的文化演變中不十分明顯也沒有重大意義的

形式和過程，對數學而言可能就變得相當重要。值得注意的是，懷爾德十分強調數學歷史（history）

和數學演變（evolution）的不同，例如「馬的歷史」和「馬的演變」就是不同的概念，數學演變

的概念接近於相當於生物演化的概念。 

懷爾德於 1981 年進一步闡述數學和人類社會的文化演變之間的關係（Wilder, 1981）。他指

出，歷史紀錄發生的事件是一種特殊化（particularizing）的過程，而演變則是一種一般化

（generalizing）的過程。演變重視引發變化的作用張力（如遺傳張力、環境外部張力和知識內部

張力），以文化演變的觀點看待歷史經常會獲得新的認識。在此我們以微積分和非歐幾何來理解

懷爾德的論點。從數學知識來看，十七世紀微分的誕生是為了計算行星瞬間速率和切線斜率，

但從文化角度來看，是為了回應十六世紀哥白尼的《天體運行論》對整個科學界所產生的外部

環境張力。另一方面，非歐幾何的出現並沒有因為任何外部張力，而是源於數學家長期對歐幾

里德平行公設存疑所累積的內部張力。 

（二）歷史和社會視角 

克萊恩的《西方文化中的數學》（Kline, 1954）表明了數學是整個人類主文化中的一種次文

化，但他更大的企圖在於揭示數學是「西方文明中一個主要的文化推動力量」（a major cultural 
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force in Western civilization, p. ix）。這種聽起來似乎不可思議的企圖當然會引來批評，不過克萊

恩認為這是由於長期以來大眾對於數學本質錯誤的認知所致。他主張數學雖然是一個知識體，

但不包含真理（truths）。科學確實在追求物理世界的真理，而數學只是扮演烽火台的角色，指引

科學到達它的目的。推進數學發展的動力除回應社會所需的問題外，最重要的就是對美的追尋

（over and above all other drives to create is the search for beauty, p. 5），這些論點都顛覆一般人對

數學的認知。 

在克萊恩眼中數學知識發展背後的原因難以個別區分開來，舉凡實用的、科學的、美感的

和哲學等等的因素都型塑出今日所見到的數學，所以數學不僅僅是一種思維方式、一種藝術，

或一種語言。數學能滿足自然科學家、社會科學家、邏輯學家、藝術家、音樂家、甚至神學家的

需求，所以克萊恩在《西方文化中的數學》一書中談論數學如何與哲學、宗教、天文學、繪畫、

音樂、建築、文學等領域互動，尤其是牛頓所引發的論戰。詩人波普（Alexander Pope, 1688-1744）

曾寫下讚頌牛頓的雋永名句：「自然和自然的法則隱藏在黑夜之中。上帝說：讓牛頓去吧，於是

一切變得光明。」法國哲學家伏爾泰（1694-1778）和情人合著的《牛頓哲學的原理》（Elements 

of the Philosophy of Newton）一書的扉頁是一幅銅版畫，正是描寫牛頓所引來的智慧之光，用此

表達對牛頓最崇高的敬意。不過十八世紀英國詩人畫家布雷克（William Blake, 1757-1827）在其

畫作中將牛頓描繪成一位身體肌肉如幾何般僵硬，只知用圓規屈身埋首於測量的科學家，卻完

全無視於背後巨石上發散出有如彩虹般的燦爛光輝。這是在諷刺牛頓的稜鏡實驗將太陽光析離

成多彩顏色的組成，破壞文人對彩虹的想像，所以這幅畫是對牛頓在光學研究的諷刺與鄙視，

布雷克並指稱推理是惡魔，而牛頓是最高級的祭司。可見在西方文化中，對待科學的態度並不

如我們想像般全然是理性的，其中充滿許多智識文化的衝突與妥協。 

（三）哲學的視角 

1980 年之前由於受到實證主義思想的影響，數學哲學的研究偏向形式邏輯，強調數學知識

結構之嚴謹與絕對性。數學哲學界約莫從 1980 年代開始重視數學的經驗性，其中的代表作有二，

一是拉卡托斯（Imre Lakatos, 1922-1974）的《證明與反駁》（Proofs and Refutations）（Lakatos, 

1976），另一是克萊恩的《數學：確定性的失落》（Mathematics: The loss of certainty）（Kline, 1982）。

1960 年代英國數學家拉卡托斯眼見當時英國大數學家哈第（Godfrey Hardy, 1877-1947）主張的

數學形式主義（formalism）蔚為數學哲學的主流，因此開始改寫他的博士論文成為《證明與反

駁》一書。書中採蘇格拉底辯證方式，藉由師生交叉辯詰與對話探究多面體的「點（V）、邊（E）、

面（F）」關係式，也就是歐拉多面體公式 VE+F=2。全書展現出一個數學概念如何“琢磨”

（polishing）的歷程。拉卡托斯強調「思想實驗」（thought experiment）與「準實驗」（quasi-

experiment），以突顯數學方法論中「觀察特例猜想規律建構反例修正猜想提出證明」
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的精髓。克萊恩在《數學：確定性的失落》一書中直陳“數學的發展歷程其實很不邏輯”，其中

包含錯誤的證明、推理的疏漏、概念的認知錯誤等等，這番論述顛覆一般人對數學的印象。事

實上，克萊恩的論斷有其歷史依據，許多數學概念的產生不是根據理性的邏輯推理，甚至有些

時候數學家具有「反智」傾向，只為固守信念而不願接受邏輯上並不矛盾的新概念。例如畢達

哥拉斯堅持宇宙間只存在正整數和由正整數所形成的比例數（q/p），也就是有理數，類似 2 這

種無理數是不存在的。往後一千多年的數學主流思想一直堅持畢氏的想法，直到十六世紀文藝

復興時期才接受根號運算，但仍拒絕 1 的存在（雖然運算中會使用到它），再等到十七世紀的

笛卡爾才承認 1 是一個數字，不過他還是不太願意大方承認它是個真實的數（real number），

而是個想像的數（imaginary number），中文翻譯以縹緲的「虛數」稱之。 

我們可以發現無論是克萊恩或是拉卡托斯，都是從數學家的思維歷程出發，而不是以最後

的知識結構做為探究數學本質的依歸，也就是如赫許（Ruben Hersh）所說，數學哲學的工作應

該聚焦於“職業數學家的工作哲學”（working philosophy of professional mathematicians）（Hersh, 

1997, p. 31）。在此基礎之上，數學哲學出現兩派相關的主張，分別是拉卡托斯的經驗主義觀

（empiricist view）（Lakatos, 1978）和厄尼斯特的可謬主義觀（fallibilist view）（Ernest, 1991），

這兩種觀點強調數學的經驗性，不強調（但不是否定）數學的絕對性，反而著重數學知識的動

態過程，主張數學知識不是先驗的（a priori），也不必然擁有絕對的真理性（absolute validity）。

反而，它是可以調整的，永遠對於修正持開放態度，表明出一種數學知識建構的文化。 

從以上三種關於數學文化的論述我們可以發現，不同視角對於數學文化的闡述都有其基本

立場。人類學視角以類似生物演化的觀點探究決定數學知識演變的各種張力；歷史與社會視角

著重數學如何與其他學科的互動進而引發自身的發展；哲學視角則從職業數學家的工作哲學理

解數學知識如何建構。三種視角有不同程度的交集，也彼此互補。若以觀察尺度區分，人類學

視角偏向宏觀，比較不探究個別事件等細節，而是注重演變趨勢。哲學視角偏向微觀，關心數

學概念的發生、建構與辯證過程，甚少觸及外部環境變化對數學知識的影響；而歷史與社會視

角約莫居中，依據歷史走向和社會需求觀察數學知識發展的大方向，但必要時也談論個別事件

與細節。這三種知識觀（或稱認識觀，epistemological view）對數學教育也產生重大影響，1990

年代科學教育與數學教育之所以引入根基建構主義（radical constructivism）和社會建構主義

（social constructivism），也與此三大數學文化思潮密切相關。 

參、數學文化在數學教育中的價值 

一、數學文化的定義 

懷爾德和克萊恩雖然是論述數學文化的先驅者，但兩人都未正式給予數學文化一個具體的
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定義。當中的困難可能是因為，數學本身就是人類發展過程中所伴隨產生的一種文化，而「數

學文化」一詞是否重複定義？「數學文化」的內涵究竟所指為何？由於「數學文化」很容易與

「數學史」畫上等號，因此一般人直覺上認為「數學文化」就是指「數學史」，但事實上兩者是

不同的概念，就如同「文化」和「歷史」是兩個相關但不同的概念一般。有鑒於此，劉柏宏（2016）

參酌 Kroeber 與 Kluckhohn（1952）關於文化的定義後，將數學文化定義如下： 

數學文化就是人類探索數學知識時其行為的外顯和內隱模式，並藉由人類群體，特別

是數學家社群，所創造獨特成就的符碼（符號、圖形或文字）來傳遞。（p. 61） 

他並從數學文化的人類學、歷史與社會、和哲學視角，建立一個縱橫雙向構面，其中「數學文

化」（mathematical culture）係由「文化中的數學」（mathematics in culture）和「數學中的文化」

（culture of mathematics）兩個構面組成。前者是以宏觀角度看待數學知識演變的歷程，觀察人

類發展過程中，數學在其所屬社會文化所扮演的角色；後者從微觀角度探究數學概念從無到有

歷程，觀察數學知識從醞釀到成熟的過程中，個體與群體所顯現的思維模式。我們可以約略地

說，「文化中的數學」在概念上大部分較接近懷爾德和克萊恩的主張，而「數學中的文化」則與

赫許的“職業數學家的工作哲學”有關，但兩個構面並非獨然而立，而是兩者呈現一種交錯的

有機互動發展。 

二、數學文化的價值 

目前已有不少學者和機構直接討論數學文化在教育上的價值，或是在教學上如何呈現數學

與文化的關係（Barta, 2014; Burton, 2009; D’Ambrosio, 1990; Nasir, Hand, & Taylor, 2008; Liu, 2018）。

其中最廣為人知的就是「民族數學」（ethnomathematics）。「民族數學」一詞是由 D’Ambrosio（1985）

所提出，用於描述一個可識別的文化群體之數學實踐的過程與內容，探究在多元文化中所能找

到的數學思想。D’Ambrosio 進一步提出「民族數學」一詞字義的解釋： 

字首 Ethno 如今已經廣義地指稱社會的文化脈絡，因此包含語言、術語、行為準則、

神話和符號。而演繹 mathema 這詞比較困難，但通常意指解釋、認識、理解、加密、

測量，分類，推斷和建模等活動。字尾 tics 源自 techné，和技術有相同的字根。

（D’Ambrosio, 1990，引自 Rosa & Orey, 2011, p. 35） 

換句話說，‘ethno’是指一個文化環境中以文化傳統、代碼、符號、神話以及用於推理的特定方式

來識別某個群體的成員。‘Mathema’的意思是解釋和理解世界，以便超越、管理和應對現實，以

便這文化團體的成員能夠生存和發展。而‘tics’是指諸如計數、排序、測量、加密、分類、推斷和

建模之類的技術。簡言之，「民族數學」（ethnomathematics）意指在種族背景下為解決人們每天
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遭遇的日常問題和人類為創造更有意義的世界所發展的數學技術（Rosa & Orey, 2011）。

D’Ambrosio（2005）指出，由於全球化和西方古希臘式數學思維成為當代數學知識典範，當今

數學教學已經「去知識脈絡化」，少數民族和非主流文化的數學文化多樣性在數學教學中已被犧

牲，他們被強迫學習主流文化（例如歐美白人）的數學思維，這種教學取向嚴重忽略數學曾在

各地區民族中扮演文化推進力量的事實，不利學生學習數學的自我認同。如此一來將衝擊學生

數學學習的真實性和個別性。 

Nasir、Hand 與 Taylor（2008）強調數學知識必須融入文化脈絡，才能激發學生的有感學習

以增進學習成效。以計算數值的比例和平均值問題為例，他們觀察一群加州的非裔美國學生，

若要求他們直接計算（1）7/11=?%和（2）（15, 20, 10）三數之平均值，許多學生的解題策略就

是直接用算術規則，卻頻頻出錯，表現並不理想。但是若將第（1）題改寫為：「假設你站在罰球

線上投了 11 顆球，命中 7 顆。你的投球命中率是多少？」；第（2）改寫為；「假設你第一場球

賽得 15分，第二場得 20分，第三場得 10，這三場的平均得分是多少？」，學生則呈現截然不同

的解題表現。許多學生雖受限於算術計算能力無法直接算出答案，但是他們會嘗試發展出估算

的解題策略。以第（1）題為例，學生假設投了 10 顆球，每進一顆就是占 10%，估計投進 7 顆

球的命中率是 70%。由於總共投了 11 顆球，總命中率不可能是 110%，所以學生估算真正的命

中率稍低於 70%。至於第（2）題，不會除法的學生學生會先觀察猜測出一個大概的數字，然後

去檢驗這數字和 10, 20, 15 的差是否都相等。或許這些解題策略不見容於傳統的教學現場，但這

結果顯示出將文化脈絡融入數學教學的重要性。因為傳統的數學教學只關心數學知識本身，卻

忽略數學知識所源起的文化脈絡。一旦一個數學問題脫離賦予其意義的文化脈絡，將很難引起

學生的有感學習。基於類似的考量，Liu（2018）檢視臺灣、中國大陸和美國的高中數學科書中

數學文化元素的分布情形和其內涵。研究發現，臺灣、中國大陸和美國的教科書版本在「文化

中的數學」方面最強調「社會」面向的生活應用題目，但對於數學概念在不同民族產生的原因、

數學方法在不同民族的呈現方式和數學概念和當時哲學思想等方面幾乎完全略而不談。在「數

學中的文化」方面，最常出現的是以直覺說明問題的觀念和藉由觀察分析解題，幾乎不談數學

知識社群辯證的過程，只有美國教科書偶爾提到某一數學概念或性質不同年代的演變。與中國

大陸和美國教科書相較，臺灣的高中數學教科書在選擇數學文化題材時，比較忽略數學在政治

與經濟方面的應用，而且所選擇的應用問題，在內涵上與前述兩個地區有所差距，許多所謂的

應用題與真實生活不符，其情境過於牽強，整個編排方式也大都採平舖直述的演繹方式，雖然

方便教師教學，但缺乏引發學生進行猜測、歸納、推理和論證的數學文化素材。若以 Nasir、Hand

與 Taylor 的研究結果來看，臺灣的高中數學教科書在激發學生有感學習方面相當不足。 
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由於教科書必須考量市場接受度，前述各地區教科書中對於數學文化元素不同的詮釋方式

會受當地社會文化價值取向的影響。又由於教科書編輯的召集人幾乎都是數學家，因此數學文

化的質量成分和呈現方式也與該社會中數學家的數學知識觀有關。Burton（2009）就曾探究英國

職業數學家的數學知識觀，以觀察“內嵌”於職業數學家心中的「數學文化」是否與一般數學

學習者的學習傾向有著密切的鏈結。必須提醒的是，雖然 Burton 對於數學文化的詮釋方式與劉

柏宏（2016）大致類似，但在英文的用詞上有些差異。Burton 並未給「數學文化」一個特定的

詞彙，她的數學文化概念包含「culture of mathematics」和「mathematical culture」，其中「culture 

of mathematics」的內涵與劉柏宏相同，係指稱數學知識形成過程所含括的思維、策略與方法等

元素。而 Burton 的「mathematical culture」接近劉柏宏的「mathematics in culture」，泛指引領數

學家和學生在各種環境中如何體驗數學的社會政治態度、價值與行為（the socio-political attitudes, 

values and behaviours that constitute how mathematicians, and their students, experience mathematics 

in the settings of conferences, classrooms, tutorials, etc., p. 157）。在訪談了 35 位男性數學家和 35

位女性數學家之後，Burton 發現 83%的受訪者提到直覺（intuition）在思考數學中的重要性，61%

提到美學（aesthetics）的重要性。至於數學知識的特點，56%認為是其知識結構（structure），41%

提到嚴謹性（rigour），37%提到數學美（beauty），31%提到規律（pattern），這些都是「數學中的

文化」的特徵。Burton 的研究某種程度上支持劉柏宏（2019）的結果。劉柏宏分析英國高中教

科書中數學文化元素的質與量後發現，與臺灣、中國大陸和美國的高中數學教科書相較，英國

教科書最強調數學規律的探究。書中問題與「歸納猜想」相關的指標在所有「數學中的文化」各

項指標中占了 54.2%，而「直覺說明」指標也占了 33.7%，這與 Burton 所觀察發現英國數學家

強調數學思考中的直覺和數學知識中的規律不謀而合。不過 Burton 也指出，這些數學家心中內

嵌的一些數學文化元素並沒有轉移到一般學生心中，例如結構、嚴謹性和數學美。 

肆、結論 

本文一開始就表示，文化系統某一方面可以視為行動的產物，另一方面又可視為進一步行

動的機制元素，這可以說明數學文化中「文化中的數學」與「數學中的文化」兩者互動融滲的關

係，如同劉柏宏（2021）以「柏拉圖立體」和「哥尼斯堡七橋問題」為例所強調的，許多數學問

題都是從「文化中的數學」出發，然後遵循「數學中的文化」發展成數學知識的一環，而這些數

學知識又進一步影響其他領域，形塑成另一種文化，而這兩者的互動融滲不僅關係到數學知識

的形成過程，更會無形中影響數學教育的現實面。比方說，如果社會大眾只是將數學視為一種

解決問題的工具，這種觀點會誤導大眾對於數學本質的認知。誠如 Burton（2009）所指出的，

一個地區「文化中的數學」的取向可能構成了某些族群進入學習數學的障礙，也影響大眾對於
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「數學中的文化」的理解，所以 Burton 認為必須關注「文化中的數學」，也就是社會中對於數學

的社會政治態度、價值與行為。不過反過來說，如果一個社會或群體對「數學中的文化」缺乏理

解，甚至誤解（例如認為數學知識必須非常強調嚴謹與邏輯），這些信念也會逐漸形成偏頗的知

識觀與價值觀，進而形塑出一種狹隘的「文化中的數學」觀。所以本文的觀點主張，若要提升數

學的教與學，必須在數學文化的大架構下「小處著手，大處著眼」。「小處著手」是指在學習數學

過程中實踐「數學中的文化」，「大處著眼」則是時時關照「文化中的數學」取向。 
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鍾靜和楊志強（主編），優質實習輔導教師的增知賦能（pp.141-157）。

臺北市：國立臺北教育大學。」一文的作者欲引用該文，文中應以「（作

者，西元年）」表示，參考文獻則以「作者（西元年）。收錄於鍾靜和

楊志強（主編），優質實習輔導教師的增知賦能。」 

範例3：“ Chang S. L., & Lin, F. L. (2006). Investigations into an elementary school 

teacher's strategies of advancing children’s mathematical thinking. Taiwan 

Journal of Mathematics Teachers. 5, 21-34. doi: 10.6610/ETJMT.20060301.04 ”

的作者應以“(Author, Year)”引用該文，參考文獻則以“Author (Year). 

Taiwan Journal of Mathematics Teachers.”表示。 

玖、 文稿透過線上投稿系統（http://tjme.math.ntnu.edu.tw）方式投遞。當文稿被接受，

作者需在本刊提供的著作財產權讓與同意書上簽名，以掃描檔或紙本方式寄回。

作者應負論文排版完成後的校對之責。被接受刊登之文稿，作者需提供文獻之

doi，以及中文參考文獻之英譯資料。被接受刊登的英文文稿，作者需自行負責

檢查文稿中的用詞、語法、拼寫、含意和邏輯的正確性，編輯委員僅負責格式上

之校對。 

壹拾、 期刊助理聯絡郵箱：TJME.taiwan@gmail.com 

  

http://dx.doi.org/10.6610%2fETJMT.20110301.01
http://www.wunanbooks.com.tw/publisher.aspx?uid=C245
http://dx.doi.org/10.6610%2fETJMT.20060301.04
mailto:TJME.taiwan@gmail.com


《臺灣數學教育期刊》研究論文撰寫體例 

2013.04.03 編審委員會會議通過 

2013.09.27 編審委員會會議修訂通過 

2014.09.04 編審委員會會議修訂通過 

2017.03.17 編審委員會會議修訂通過 

本期刊原則上依循美國心理學會（American Psychological Association）的撰寫格式，

中文文稿請參考下面的說明或本刊已發表的文稿，若為英文撰寫之文稿、引用英文文獻

以及數學符號、公式等請參考 APA 第六版出版手冊。文稿請使用 Microsoft Word 98 以

上之繁體中文文書軟體處理。除另有規定外，中文字型一律採用新細明體，英文字型一

律為 Times New Roman。 

壹、 撰稿格式 

一、投稿除需要附上作者基本資料表檔案外，中文稿件內容依序為中文摘要頁（含關鍵

字）、英文摘要頁（含關鍵字）、正文（包括圖、表、附註、誌謝、參考文獻）以

及附錄（若無必要可省略）；英文稿件之撰寫順序相同，唯中英文摘要頁位置對調。 

二、稿件版面以單欄版面橫向印列的A4規格紙張，上下左右各留2.5公分空白，除基本

資料表頁外每頁需加註頁碼。文稿字數（包含摘要、正文、圖表、附註、參考文獻、

附錄等）中文以20,000字為上限，英文以10,000字為上限。 

三、中文摘要頁內容包括論文題目（粗體20級字、置中）、摘要（不分段，限500字以

內）、與關鍵字（以五個為上限，並依筆畫順序由少到多排列）。 

四、英文摘要頁內容包括論文題目（bold, 20 pt, central），並附英文摘要（不分段，限

300字以內）及英文關鍵字（字詞及順序須與中文關鍵字相對應）。 

五、除各項標題、表之註記與另起一段之引文外，內文不分中英文均為12級字，單行行

距。 

六、除另有規定外，中文字型一律採用新細明體，標點符號及空白字為全形字；英文字

型一律為Times New Roman。 

三、本期刊為雙向匿名審查，除基本資料表外，不得出現作者姓名或任何足以辯識

作者身份之資料。匿名的參考格式為： 

(一) 若本文引用作者已發表之文章，須以「（作者，西元年）」或“(Author, Year)”；

若引用作者已發表之文章不只一篇，則以「（作者，西元年a）、（作者，

西元年b）、……」或“(Author, Year a)、(Author, Year b) 、……”的中文作

者姓氏筆畫順序以及外文作者姓氏字母順序排列。 

(二) 若在參考文獻中則以「作者（西元年），期刊刊名。」或「作者（西元年），

書名。」、「作者（西元年）。編者，書名。」或“Author (Year). Title of 



Periodical.”表示。 

引用文獻中包含一位以上的投稿文章作者，其所有著作皆須遵守上述規範。 

範例1：「林妙鞠、楊德清（2011）。故事融入小一弱勢學生之補救教學研究。

台灣數學教師(電子)期刊，25，1-16。」一文的作者欲引用該文，文中

應以「（作者，西元年）」表示，參考文獻則以「作者（西元年）。台

灣數學教師(電子)期刊。」表示。 

範例2：「李源順（2009）。三階段輔導模式 - 以數學學習領域為例。收錄於

鍾靜和楊志強（主編），優質實習輔導教師的增知賦能（pp.141-157）。

臺北市：國立臺北教育大學。」一文的作者欲引用該文，文中應以「（作

者，西元年）」表示，參考文獻則以「作者（西元年）。收錄於鍾靜和

楊志強（主編），優質實習輔導教師的增知賦能。」 

範例3：“Chang S. L., & Lin, F. L. (2006). Investigations into an elementary school 

teacher's strategies of advancing children’s mathematical thinking. Taiwan 

Journal of Mathematics Teachers. 5, 21-34.”的作者應以“(Author, Year)”

引用該文，參考文獻則以“Author (Year). Taiwan Journal of Mathematics 

Teachers.”表示。 

貳、 正文 

一、正文原則上包括「緒論」、「文獻探討」、「方法」、「結果」、「討論」與「參

考文獻」等六部分，「緒論」含研究動機與目的、假設或研究問題等內容。前述格

式為原則性規定，作者可依論文性質斟酌改變。 

二、標題的層次、選用次序與字體為： 

 

壹、16級字、粗體、置中 

一、14級字、粗體、靠左對齊 

(一)12級字、粗體、靠左對齊 

1. 12級字、粗體、靠左對齊 

(1)內縮1.5字元、12級字、粗體、靠左對齊 

A.內縮1.5字元、12級字、底線、靠左對齊 

http://www.wunanbooks.com.tw/publisher.aspx?uid=C245


1. 第一級標題為「緒論」、「文獻探討」、「方法」、「結果」、「討論」與「參考

文獻」等，各層次標題選用次序為：壹、一、(一)、1、(1)、A 最多以六個層次

為原則。 

2. 第一、二、三、四、五層次標題請使用粗體。 

3. 第一層次標題使用 16 級字，第二層次標題使用 14 級字，其餘 12 級字。 

4. 第一層次標題置中，其餘靠左對齊。 

5. 第一、二、三層次標題為單行間距，並與前後段距離均為 1 行；第四、五、六層

次標題為 12 點最小行高，並與前後段距離均為 0.5 行。 

6. 第五、六層次標題內縮 1.5 字元，而第六層次標題加上底線。 

7. 標題請用字簡明，勿用句號或冒號。若逢頁尾最後一行，應移至次頁首行。 

三、英文統計符號須用斜體字，例如F(1, 53) = 10.03, t, F, M, SD, N, r, p等。希臘字母則

不要斜體，例如：α, β, ε, η。 

四、資料分析結果的有效位數須全文一致。恆小於「1」的數值，例如KR20, α, p等統計

數值的個位數字「0」請省略。 

五、文獻資料的引用一律採取文內註釋。引用文獻時，必須有作者姓名（中文作者姓名

全列，英文作者僅列姓氏）及論文年份（中文文獻及英文文獻均使用西元年份）。

相同作者在同一段中重複被引用時，第一次須寫出年代，第二次以後，在不造成混

淆的情況下年代可省略。若在不同段落中重複引用時，則仍須完整註明。本文中引

用之文獻必須在參考文獻中列出。文獻引用格式於下： 

1. 當作者為一人時，格式為作者（年代）或（作者，年代）、Author (Year)或(Author, 

Year)。 

2. 當作者為二人時，每次引用均須列出全部作者，在行文中，以「與」連接；在括

號和參考文獻中，中文以頓號「、」，西文以“&”連接。格式為作者 1 與作者 2

（年代）或（作者 1、作者 2，年代）、Author 1 與 Author 2 (Year)或(Author 1 & 

Author 2, Year)。 

3. 當作者為三至五人時，第一次引用時所有作者均須列出，第二次以後僅需寫出

第一位作者並加「等」字或“et al.”。在同一段落中重複引用時，第一次須完整註

明，第二次以後僅需寫出第一位作者再加「等」字或“et al.”，可省略年代。若在

不同段落中重複引用，則僅需寫出第一位作者再加「等」字或“et al.”，但仍需註

明年代。 

4. 當作者為六人以上時，每次引用都只列第一位作者並加「等」字或“et al.”。 

5. 當作者或作者之一為機構時，第一次引用應寫出機構全名，並以中括號註明慣

用之簡稱，第二次之後即可使用簡稱替代，並依上述一至四點處理。例如：行政

院國家科學委員會（國科會，2011）或（行政院國家科學委員會[國科會]，2011）、

National Science Council (NSC, 2011)或(National Science Council [NSC], 2011)。 



6. 當文獻為翻譯作品時，以原作者為主要作者，中文翻譯的文獻須註明原著出版

年代，接續註明譯者姓名與譯本出版年代，作者與譯者之人數及其引用格式的

規範與一般作者相同。英文翻譯文獻則僅須註明原著出版年代和譯本之出版年

代，中間以斜線區隔，不須註明譯者姓名，作者人數及其引用格式的規範與一般

作者相同。例如：Skemp (1987/1995)。 

7. 當西文作者同姓時，須引用全名，且採「名在前姓在後」方式書寫。例如：A. J. 

Bishop (1985)和 E. Bishop (1970) 都認為……。 

8. 在同一括號內同時引用多位作者的文獻時，依作者姓名筆畫（英文用字母）排

序；若同時有中英文作者，則先列中文作者。不同作者之間用分號分開，相同作

者不同年代之文獻用逗號隔開年代。 

9. 在文章中引用同一作者在同一年的多篇著作時，應在年代後加註 a, b, c……以茲

區別。 

10. 當引用文獻需標出頁數時，西文單頁為“p.”、兩頁以上為“pp.”，中文則以「頁」

表示。例如：（洪萬生，2006，頁 167）、(Dubinsky, 1991, p. 102)、(Heath, 1956, 

pp. 251-252)。 

11. 當引用之觀念或陳述，來自第二手資料時，應將原始資料和第二手資料同時註

明。在括號中首先列出原始作者與年代，接續中文以「引自」，西文以“as cited 

in”註明第二手資料之作者與年代，並說明出處頁碼。例如：（Garner, 1988，引

自蘇宜芬、林清山，1992，頁 246）、Peirce (1968, as cited in Sáenz-Ludlow, 2002, 

p. 289) 

12. 引文超過中文 80 字（西文 40 字），則須另起一段，並改為標楷體 10 級字，左

右縮排 2 字元，與正文間前後空一行，且在引文前後無需用引號。例如： 

 

Schoendfeld (1992, p.335) 有一段話可以用來討論： 

 

數學從其創生之始就是一種社會活動，在此活動中一群訓練有素的實踐者（數

學科學家）從事組型的科學──基於觀察、研究和實驗，有系統地試圖要決定一

個公理化或理論化之系統中的規律的性質和原理（此為純數學），或者從實在

世界物體中抽象出來之系統的模式（此為應用數學）。數學的工具是抽象、符

號表徵、和符號操作。然而學會運用這些工具，其意義乃謂一個人以數學方式

思考而非如一個工匠使用工具。以數學的方式思考就是：（1）形成數學觀點

──珍視數學與抽象的歷程，並偏愛其應用，（2）發展此學科的工具的能力，

並應用這些工具以協助我們理解結構──數學的建構意義（mathematical sense-

making）。 



六、圖與表格： 

1. 圖下方應置中書明圖序及圖之標題；表格上方應置中書明表序及表名，圖表序

號均使用阿拉伯數字，且圖表序與圖名之間空一個中文字（或 2 個英文字母）。

各圖表之標題及說明宜精簡，但不宜精簡至看正文才能知此圖的訊息。 

2. 表格之製作以簡明清楚、方便閱讀為原則，頂端與底端採用粗線(1.5pt)繪製，中

間與兩邊不必畫線。表序須配合正文以阿拉伯數字加以編號，並書明表之標題。 

3. 每一個圖表的大小以不超過一頁為原則，如超過時，須在續表之表序後加上（續）

/ (continued)，但無須重現標題，如：表 1（續）或 Table 1 (continued).。 

4. 圖與表格應配合正文出現，與前後段空一行間距。圖及表格內容若有解釋的必

要，可作註記。註記與圖表之左邊界切齊，列在圖、表之下方，每註另起一行，

按編號順序排列。 

七、誌謝與附註： 

1. 誌謝應力求簡短扼要，置於正文之後。誌謝二字為 16 級字、粗體、置中。誌謝

文另行起、第一行內縮 2 字元、12 級字。 

2. 附註應置於參考文獻之前，每項附註均另起一行，並以阿拉伯數字編號，依順序

排列。 

參、 參考文獻 

一、正文中引用過之文獻，必須全部列舉在參考文獻內，且不得列出未引用之文獻，接

受刊登之論文，作者應另提供中文參考文獻之英譯資料。 

二、每個作者第一行由第一格開始寫，第二行中文內縮三個字；英文內縮六個字母。中

文參考文獻先寫作者姓名（年代），再用「。」接續「篇名」，「。」後再寫「期

刊名稱」或「書名」以及「頁碼」。中文參考文獻「書名」或「期刊名及卷數」以

粗體表示，其餘（含期數）維持標準樣式。英文參考文獻先寫作者姓名（年代），

再用「.」接續「篇名」，「.」後再寫「期刊名稱」或「書名」以及「頁碼」。英文

參考文獻「書名」或「期刊名及卷數」以斜體表示，其餘（含期數）維持標準樣式。

即： 

作者（年代）。文章篇名。期刊刊名粗體，卷粗體 (期若無則可省略)，xxx-xxx。 

Author, A. A. (Year). Title of article. Title of Periodical斜體, volume斜體 (issue若無則可省略), xxx-

xxx. 

三、各種不同形式的中英文參考文獻的格式如下： 

1. 期刊 

中文格式：作者（年代）。文章篇名。期刊刊名，卷 (期)，xxx-xxx。 

英文格式：Author, A. A. (Year). Title of article. Title of Periodical, volume(issue), 

xxx-xxx. 



 

2. 書籍 

中文格式：作者（年代）。書名（版次若有須註記）。出版地：出版者。 

英文格式：Author, A. A. (Year). Title of book (Edition). Location: Publisher. 

3. 編輯著作：中文編輯著作以編者之姓名起始，其後以「編」、「編著」等標示其

著作方式，以資區別。英文編輯著作以編者之姓氏起始，其後則為編者名字的縮

寫，再加上“Ed.”、“Eds.”、或“Comp.”，以資區別其著作方式。 

中文格式：編者編（年代）。書名（冊次若無則可省略）。出版地：出版者。 

英文格式：Editor, A. A. (Ed.). (Year). Title (Volume若無則可省略). Location: Publisher. 

4. 翻譯作品 

中文格式：原作者（譯本出版年）。翻譯書名（譯者譯）。出版地：出版者。

（原作出版於xxxx年） 

英文格式：Author, A. A. (Year). Title (B. B. Translator, Trans.). Location: 

Publisher. (Original work published Year). 

5. 書中的文章 

中文格式：作者（年代）。文章名稱。收錄於編著姓名（編著），書名（冊次

若無則可省略，頁xx-xx）。出版地：出版者。 

英文格式：Author, A. A. (Year). Title of article. In B. B. Editor (Ed.), Title of Book 

(Edition若無則可省略, pp. xx-xx). Location: Publisher. 

6. 研究計畫報告：若引述的報告是取自 ERIC (the Educational Resources Information 

Center)或 NTIS (the National Technical Information Service)，則在最後須以括號

註明 ERIC 或 NTIS 的編號。 

中文格式：作者（年代）。報告名稱（報告編號若無則可省略）。出版地：出版者。 

英文格式：Author, A. A. (Year). Title of report (Report No.若無則可省略). Location: 

Publisher. 

7. 研討會發表之論文（未出版） 

中文格式：作者（年，月）。論文標題。發表於會議名稱。會議地點：舉辦單

位若無則可省略。 

英文格式：Author, A. A. (Year, month). Title of paper. Paper presented at the Title 

of the Symposium. Location, Country. 

8. 未出版之學位論文 

中文格式：作者（年代）。論文名稱。未出版之博／碩士論文，學校暨研究所

名稱，大學所在地。 

英文格式：Author, A. A. (Year). Title of doctoral dissertation/master thesis. 
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